HOMENA]JE

A UNA TRAYECTORIA

Irma Fuenlabrada,
(compiladora) £






HOMENAJE A UNA TRAYECTORIA:
Guillermina Waldegg






Homenaje a una trayectoria:

Guillermina Waldegg

Irma Fuenlabrada

(compiladora)

! 3
‘@ COMIE 30 Jn

UNIVERSIDAD
PEDAGOGICA
NACIONAL




HOMENAJE A UNA TRAYECTORIA:
GUILLERMINA WALDEGG
Irma Fuenlabrada (compiladora)

Sylvia B. Ortega Salazar Coordinadores de Area Académica:
Rect
ectora Maria Adelina Castafieda Salgado
Aurora Elizondo Huerta 1. Politica Educativa, Procesos Institucionales
Secretaria Académica y Gestién
Manuel Montoya Bencomo Alicia Gabriela Avila Storer
Secretario Administrativo 2. Diversidad e Interculturalidad
Adridn Castelin Cedillo Cuauhtémoc Gerardo Pérez Lépez
Director de Planeacién 3. Aprendizaje y Ensefianza en Ciencias,

~ i Humanidades y Artes
Juan Acufia Guzmidn

Director de Servicios Juridicos Verénica Hoyos Aguilar
4. Tecnologias de la Informacién

Fernando Velizquez Merlo Modelos Alternativos

Director de Biblioteca y Apoyo Académico

Adalberto Rangel Ruiz de la Pefia
Director de Unidades urN

Eva Francisca Rautenberg Petersen
5. Teorfa Pedagogica y Formacién Docente

Juan Manuel Delgado Reynoso
Director de Difusién y Extensién Universitaria

Agradecemos su apoyo al Departamento de Investigaciones Educativas
del Centro de Investigacién y de Estudios Avanzados,

al Consejo Mexicano de Investigacién Educativa

y a la Universidad Pedagégica Nacional

© D. R. Consejo Mexicano de Investigacién Educativa, AC

Carretera al Ajusco nam. 24, Edificio ¢, subnivel 1

Col. Héroes de Padierna, C. P. 14200, México, D. F.

T y F (52) (55) 30 89 28 15 + 56 30 97 00, ext. 1556
WWW.comie.org.mx

© D. R. Universidad Pedagégica Nacional Carretera al Ajusco num. 24,
Col. Héroes de Padierna, C. P. 14200, México, D. F.

WWW.upn.mx

Cuidado de la edicién: Elsa Naccarella/Guadalupe Espinoza
Disefio de portada: Margarita Morales Sinchez

ISBN 978-607-413-005-8
12 edicién, México, DF, 2008

Prohibida su reproduccion parcial o total por cualquier medio,
sin la autorizacion por escrito de los titulares de los derechos



Contenido

PresentaACION et 7
Irma Fuenlabrada

Tt OAUCCION et 9
Luis Moreno Armella

La evolucién conceptual
del infinito matematico actual .......cccoevivivivirinininicnnnee. 15

Una historia epistemoldgica
de NUMero y variacion ......c.ceeeevevereererecninnnreneesnnnenenes 43

Analizando las creencias y las pricticas
de una maestra de biologia en una
escuela de educacién superior de MéExico ..o 63

El acercamiento de Bolzano a
Las paradojas del infinito:

implicaciones para la enseNanzZa..occceeeeeeeeeeeeeeeeeennen. 109
Objetos matemadticos y la evolucién de rigor ........... 135
Bibliografia ....cccccceueuiieieieiiiiiiiiiiiiiecce 153

Curriculum vitae

Guillermina Waldegg Casanova.......c.cccccccuvuninncne. 163






Presentacion

os trabajos de investigacién de Guillermina Waldegg, desarrolla-

dos durante casi 25 afios en el Centro de Investigacién y de Es-

tudios Avanzados del Instituto Politécnico Nacional, son
ampliamente reconocidos no sélo en el dmbito nacional sino también
en el internacional. Su versatilidad intelectual le permitid, a través de
los diversos estudios que realizé, producir conocimiento tanto en el campo
de la educacién matemdtica como en el de la epistemologia e historia de
la ciencia. Su curriculo da amplia cuenta de ello, asi como de su interés
por participar en procesos de formacién de recursos humanos y en pro-
yectos editoriales, o de evaluacién y de gestion educativa.

Pero, fundamentalmente, recordamos a Guille como una persona
respetuosa del saber y posicién del otro, ya fuese éste un nifio, un maes-
tro de educacién bdsica, un funcionario o un colega. Capaz de establecer
fuertes vinculos de amistad con aquellos que, por diversas razones,
tuvimos la suerte de compartir sus conocimientos y experiencias.

El Consejo Mexicano de Investigacién Educativa y el Departamen-
to de Investigaciones Educativas del Cinvestav convinieron, a través de

este libro, honrar la memoria de Guille poniendo a disposicién de la
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Presentacion

comunidad académica y educativa cinco articulos que muestran las
incursiones investigativas en las que estuvo involucrada, particularmente
en los dltimos afos.

Los titulos seleccionados con este fin, son trabajos de investigacién cu-
yas referencias originales se mencionan al final de los capitulos porque con
ello se pretende destacar el trabajo de Guille, sin dejar de dar los créditos
correspondientes a los colegas que secundaron su posicionamiento respecto
de la investigacién. Para ella se trataba de un trabajo colectivo, que debe
propiciar la creacién de redes y comunidades de prictica alrededor de ideas

medulares de la educacién cientifica.

[rma Fuenlabrada
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Introduccion

n un libro ya clisico, Antonio Damasio explica E/ Error de Descar-

tes, a saber, intentar la separacién entre lo que se siente y lo que se

piensa. En sus Meditaciones, Descartes formula la pregunta: ;qué
soy? y se responde: una sustancia que piensa. Esta idea del ser humano
caracterizado casi exclusivamente por su racionalidad, tenia entonces,
ya, una larga historia. Platén, en su didlogo Fedon, hace decir a Sécrates,
en visperas de su muerte, que para alcanzar el conocimiento hay que
desprenderse del cuerpo, de lo contrario, no se accede a las verdades sin
micula.

La ensefianza de las matemadticas siempre ha estado bajo el influjo
de concepciones de corte idealista y empirista. La influencia de Platén
es tan marcada que ain hoy sus ideas sobre la intemporalidad de los
conceptos matemdticos es moneda corriente. Platén mismo sostenia que
los objetos matematicos eran formas permanentes, que no sufrian cambio
alguno. Como si fuese su contemporineo, Leibniz escribia que todas las
verdades de la geometria y la aritmética podian ser conocidas tomando
en cuenta tan sélo la racionalidad, sin recurrir a lo aprendido mediante la

experiencia.
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Introduccién

Como reflejo especular, tal énfasis en un pensamiento al margen del
cuerpo, encuentra eco en la teorfa sobre el origen sensorial de las ideas.
Nada hay en el intelecto que no haya estado antes en los sentidos es una hipé6-
tesis que siempre hizo carrera de la mano de los empiristas. Estos hicie-
ron del sensorio humano la piedra de toque de la racionalidad. La ensefianza
de las ciencias naturales ha constituido un puerto seguro para las ideas
empiristas. Aun hoy es frecuente escuchar que lo que uno hace en un
laboratorio es extraer la teoria de los experimentos. Asi, a secas.

La epistemologia de Kant (1724-1804) es una brillante sintesis del
racionalismo y del empirismo. Kant afirma que las impresiones senso-
riales pasan por el tamiz de un aparato conceptual (que él imagina cons-
tituido por formas de sensibilidad,) que ya poseemos y que les da a esas
impresiones, como el recipiente al liquido que en €l se vierte, formas que
resultan comprensibles para nuestro entendimiento. Pero, ¢cudl era el
origen de esas formas de sensibilidad?

El siglo XIX fue escenario de diversas teorias de origen. Entre ellas, la
teoria de la evolucién de Darwin, que mostré fehacientemente el origen
de nuestra especie. Teniendo como fondo esta nueva visién del mundo,
surge la epistemologia genética de Piaget, durante las primeras décadas
del siglo XX. Lo genético de esta epistemologia, nos apresuramos a acla-
rarlo, tiene que ver con los origenes y el desarrollo de los instrumentos de
conocimiento que se constituyen a lo largo de la vida y que Piaget descri-
be como el trinsito de unas a otras formas de racionalidad. La dimen-
sién cognitiva de la epistemologia genética siempre ha ido de la mano
del estudio de la constitucién histérica del conocimiento cientifico: se

trata de hallar homologias entre procesos constructivos que ocurren en
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Introduccion

tiempos y escalas distintos; no se trata de hallar una identidad imposi-
ble entre dichos procesos.

Tomando como instrumentos de andlisis los mecanismos de pasaje
descritos por la epistemologia genética (intra-inter-trans), Guillermina
analiza la constitucién matemdtica de la nocién de infinito actual en la
obra de Cantor. Todos los intentos anteriores al de Cantor se habian
estrellado con la imposibilidad de constituir un campo operatorio. Tra-
yendo a escena un andlisis de las paradojas del Infinito descritas por
Bolzano, ella muestra, ya en su tesis doctoral, que el infinito se maneja,
entre estudiantes del nivel superior, de formas homdlogas a como se
maneja en la obra de Bolzano. En términos del desarrollo histérico del
concepto, las conceptualizaciones de los estudiantes se hayan instaladas
al nivel intra-objetal. Por otra parte, el andlisis epistemolégico corres-
pondiente indica que el trabajo de Cantor pertenece al nivel inter-objetal,
de forma sustancial debido a que al renunciar explicitamente a la seduc-
cién de su intuicién, Cantor abre la posibilidad de un campo operatorio
para el infinito actual. ;{Cémo entonces, puede uno preguntarse, es po-
sible seguir sosteniendo una existencia intemporal de los objetos mate-
miticos a la usanza platénica? Ha sido necesaria la mediacién de una
nocién crucial de las matematicas (las funciones biyectivas) para consti-
tuir el concepto de infinito actual dentro del paraiso cantoriano, como
tue descrito por Hilbert. Ni el trabajo epistemolégico ni tampoco el
trabajo experimental llevado a cabo con los estudiantes, permite con-
clusiones inmediatas sobre los disefios de trayectorias de aprendizaje.
Por ello, en su articulo especifico sobre Bolzano y las paradojas del infi-

nito (capitulo 4 de este libro), Guillermina se aproxima al problema de
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Introduccién

la ensefianza desde un dngulo novedoso que, con claridad meridiana,
distingue entre la epistemologia como parte de un marco tedrico y su
traslado acritico al 4mbito educativo.

En el capitulo 2 del libro se presenta el resultado de una investiga-
cién sobre la constitucién del numero real y se hace tangible la necesidad
del sistema semidtico de representacién decimal. En efecto, es solamente
mediante este sistema de representacién que puede hablarse propiamente
de fracciones de la unidad como nimeros genuinos. Recordemos que
Stevin, cuyas ideas se estudian en este capitulo, tuvo que luchar contra
la nocién aristotélica de nimero que excluia a la unidad. Esta era el
origen del nimero pero en si misma, jno era un nimero! Uno de los
propésitos de esta investigacién es mostrar el cambio epistémico que
sufrieron las nociones de nimero y variacién que, tiempo después, sir-
vieron como fermento para el desarrollo del cilculo.

El capitulo 5, que no alcanzé a ver publicado, insinda ya los nuevos
caminos que toma su reflexién. Los temas siguen siendo alli los que
alimentaron sus reflexiones previas pero hay un intento de abrir una
ventana nueva, de hacer un corte de caja, pues las demandas del sistema
educativo muestran la necesidad de hacer mucho mds explicita la di-
mensién comunicativa detrds de las trayectorias de aprendizaje. Desde
luego, no queremos dar la impresién de que se produce en ella una ne-
gacién de los instrumentos de anilisis que venia manejando y puliendo
desde su tesis doctoral, sino un enriquecimiento.

Nadie puede permanecer impasible ante la fuerza de los entornos
digitales como pdgina para una nueva escritura y para la transformacién

del conocimiento. Al leer el capitulo 3 del presente libro, queda claro
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Introduccion

que el conocimiento estd distribuido en particular entre los miembros de
una comunidad de prictica. Que el grado de coherencia entre las pric-
ticas y las creencias del profesor gravitan sustancialmente en su modelo
de ensenanza. Se hace explicito que las dificultades en los niveles de
innovacion tienen origen en restricciones institucionales. Al leer la obra,
se me ocurre pensar que no es casual que estas nuevas reflexiones que
provienen de sus mds recientes esfuerzos, realizados con una alegria in-
finita por la enorme participacién de sus estudiantes graduados, aparez-
can como el capitulo 3 de los cinco de que consta el libro. Es un eje
simbdlico, un parteaguas, que explicita los rumbos de su sensibilidad
educativa que nunca desoyé las voces de su entorno, de su comunidad
de préctica.

Antonio Damasio veria con sumo agrado, de eso estoy seguro, que
la evolucién del trabajo de Guillermina no hace sino dar fe que se cons-
truye con todos, desde las formas de la sensibilidad que establecen lazos

indisociables entre el pensamiento y los sentimientos.

Luis Moreno Armella
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La evolucion conceptual
del infinito matematico actual

Resumen: En este articulo se analizan las diferentes etapas en la evolucion con-
ceptual del infinito matemdtico actual. Mostramos cémo este concepto ocurre
entre los estudiantes de la escuela superior a un nivel anterior o, en el mejor de
los casos, en el mismo que en la conceptualizacion de Bernard Bolzano (definida
en su trabajo como /as paradojas del infinito). Ademds, en términos del desarrollo
histérico del concepto, la conceptualizacién de los estudiantes tiene caracteristi-
cas de la etapa intra-objetal. Dentro del mismo marco tedrico mostramos cémo
el trabajo de Cantor se ajusta a la etapa inter-objetal y presentamos las dificulta-
des encontradas por los estudiantes para alcanzar esta etapa, dada la estructura
curricular actual. Concluimos que tal evidencia deberia ocasionar una

reconsideracion de las ideas piagetianas en la educacién.

Introduccion

sta investigacion se realizé bajo el supuesto de que un anilisis his-
térico-critico de los conceptos puede arrojar luz sobre la construc-
cién del conocimiento. Nuestro propésito aqui es mostrar la existencia
de etapas bien diferenciadas en el desarrollo histérico del infinito,
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La evolucion conceptual del infinito matematico actual

para relacionarlas con el desarrollo cognitivo del individuo y, en tltima ins-
tancia, estudiar los mecanismos de transicién de una etapa a otra. Este estu-
dio tiene la intencién de explorar el marco de trabajo piagetiano, el cual justifica
la validez de una comparacién entre la psicogénesis de un concepto y el de su
historia (Piaget y Garcia, 1983), para sacar conclusiones y ver su alcance.

La historia nos da una visién general de la evolucién de un concep-
to, en el que sobresalen las contribuciones hechas por los cientificos mis
prominentes de cada periodo, quienes lograron establecer estructuras del
conocimiento general. Nosotros llamamos a estos individuos represen-
tativos los “sujetos epistémicos” de cada periodo. Las caracteristicas in-
troducidas por el sujeto epistémico en una etapa dada, dentro del desarrollo
histérico del concepto, han sido exploradas en diferentes poblaciones
estudiantiles y conducen a una clase de homologia entre los esquemas de
respuesta del sujeto epistémico y aquellos del estudiante en ciertas eta-
pas de su desarrollo intelectual. Aqui nos desviamos de una aproxima-
cién psicogenética ortodoxa.

En este documento mostramos que en situaciones que involucran el
concepto de infinito, los esquemas de respuesta del estudiante son simila-
res a los esquemas de respuesta dados por los matemadticos a lo largo de la
historia de la matemadtica, incluyendo hasta la época de Bolzano, cuando
se enfrentan a este tipo de preguntas.

Al final de este ensayo, mostraremos cémo la instruccién en la escuela
actual no ayuda a la evolucién de los esquemas de respuesta del estudiante
hacia la construccién de las definiciones cantorianas formales.

La comparacién entre las etapas de evolucién del concepto en el indi-
viduo, asi como el punto de vista histérico, se realizé tomando en cuenta
las formas de existencia del concepto y el campo operacional asociado.

Aqui se ilustrarin dos etapas criticas en el desarrollo histérico del
infinito actual: la primera comenzé con los trabajos de Bolzano, quien
introdujo el infinito actual en las matemadticas para generar las organiza-
ciones locales que podrian resolver ciertas situaciones paraddjicas. La se-
gunda surgié con Cantor, quien hizo posible la incorporacién del infinito
como un objeto matemdtico dentro de una organizacién global. Es nece-
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La evolucion conceptual del infinito matematico actual

sario tener una idea de las concepciones griegas con respecto a este tema
para comprender estas etapas.

El infinito en la cultura griega

El infinito surgié como una categoria filos6fica en la obra de Aristételes,
pero no como un “objeto matemdtico”. El cardcter potencial del infinito se
encuentra en la concepcidn aristoteliana. No toma en cuenta el cardcter de
infinito actual de la sucesién de los nimeros naturales. Mis adelante ve-
remos que, antes de que esto pudiera hacerse posible, el concepto de con-
junto tenia que ser incorporado en las matemadticas.

Comenzaremos con un andlisis gramatical de los roles que la palabra
“infinito” tenia en la cultura griega.

1) Como sustantivo, sélo aparece en relatos del tipo mitolégico, teolégico
o metafisico: El “infinito” pertenece al reino de los dioses.

2) Como adjetivo que describe un sustantivo, s6lo se usa cuando éste
tiene las caracteristicas de un absoluto, como el Universo, el Ser,
Espacio o Tiempo. Aristételes sélo usa esta forma cuando niega su
existencia real (fisica), ya que el concepto abarca un infinito actual
que la filosofia realista aristoteliana no permite.

3) Como adverbio de modo, se usa para calificar las acciones (menta-
les), como por ejemplo, extender, subdividir, continuar, sumar, aproxi-
mar, etc. Este uso del infinito tiene que ver con lo que llamamos
infinito potencial, es decir, cuando el proceso en cuestién podia
continuar indefinidamente.

En las matemadticas griegas, el infinito sélo podia existir como en el tercer
caso; su rol como adjetivo o como sustantivo estd excluido por razones
filoséficas que niegan la existencia ideal o real de “objetos infinitos”. Como
adverbio, el infinito estd vinculado con un proceso, y por lo tanto su pre-
sencia no puede ser explicita, sino que mds bien subyace en el modus operandi.

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg ‘ 17



La evolucion conceptual del infinito matematico actual

Podemos caracterizar las acciones para estos procesos porque el “resulta-
do final” es inexistente, aun cuando el “punto de partida” esté bien definido.
Esto nos lleva a la imposibilidad de ejecutar el proceso a la inversa, por lo que
estas acciones tienen la caracteristica de ser “irreversibles”.

Esta forma de existencia del infinito (de calificar una accién), que
produce mds una manera de pensar que un objeto matemadtico, dio origen
a grandes resultados en las matematicas griegas —como el método de Eudoxio—
pero excluy6 la posibilidad del desarrollo hacia una conceptualizacién ma-
temdtica del infinito. Sin embargo, como bien se sabe, el infinito poten-
cial subsiste dentro de las matematicas como el modus operandi que constituye
el nicleo operatorio del cédlculo estindar. Esta evolucién histérica es pa-
ralela a la del infinito actual y tiene sus propias caracteristicas.

Para que el concepto de infinito evolucionase hacia su presente estado
en las matemdticas del siglo XX, primero fue necesario partir de las con-
cepciones griegas, cambiando el énfasis hacia el segundo rol del infinito
(como adjetivo). Para que esto sucediese, fue necesario que se generaran
nuevos objetos (conceptuales) que podrian llamarse “infinito”. Estos nue-
vos objetos eran los conjuntos.

El cambio de enfoque establecié los limites de un nuevo nivel de sig-
nificado para el infinito, restringiéndolo al terreno matemdtico. De mane-
ra mds importante, también permitié el desarrollo de un nuevo campo
operacional que mds tarde conduciria a su insercién en una estructura.

Tomando en cuenta el hecho de que el objeto de estudio ya no es
“infinito” per se, sino que mds bien se trata de “conjuntos infinitos”, inten-
taremos identificar las dos etapas conocidas como intra-, e inter-objetal
en la evolucion del concepto en historia (Piaget y Garcia, 1983).

Bolzano: un primer intento para matematizar el infinito
El trabajo de Bolzano Las paradojas del infinito (1851) abri6 “oficialmente” la

discusién sobre la posibilidad de introducir el infinito en las matemdticas
como un objeto de estudio. Como hemos sefialado, el paso decisivo a tomar
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La evolucion conceptual del infinito matematico actual

para este propésito era concebir al infinito como un atributo de una colec-
cién, y no como un sustantivo o un adverbio. Esta fue una contribucién im-
portante hacia la develacién del misterio que habia rodeado al término hasta
entonces, dindole al concepto aparentemente etéreo un tipo de “mundo” propio.

Gran parte de la motivacién conciente de Bolzano para escribir acerca
del infinito se refleja en el titulo de este libro: Las paradojas del infinito.
Una serie considerable de paradojas ya se habian producido en esta época,
la mayor parte de ellas a causa de la ausencia de un campo operacional,
bien definido y bien delimitado, para el infinito.

Bolzano necesitaba un nuevo concepto de infinito para resolver sus
paradojas. Parte de este nuevo proceso de conceptualizacién aparecié como
una negativa a aceptar las objeciones a la existencia de una infinito actual.

Bolzano empezé considerando estas objeciones y expresando la nece-
sidad de una definicién del término infinito (Bolzano, p. 75). Su propdsi-
to era estudiar las paradojas y mostrar cémo, a causa de la falta de precisién
en el uso del término infinito, terminaban en contradicciones aparentes.
Bolzano se olvidé de la metafisica y se dedicé al campo matemdtico. Para
referirse al infinito como un atributo de colecciones, abrié una discusién
sobre los conglomerados, los conjuntos y las multitudes:

[...] cada objeto arbitrario A, puede unirse con otro objeto arbitrario B, C,
D,... para formar una totalidad, o para hablar de una manera mis rigurosa,
estos objetos ya forman una totalidad sin nuestra intervencién y se pueden
enunciar numerosas verdades de diferentes grados de importancia —con tal
de que A, B, C, D,...realmente representen, uno y cada uno de ellos, un
objeto distinto (Bolzano, p. 77).

Un conglomerado cuya naturaleza no atribuya ninguna importancia al or-
den de sus elementos, y cuyas permutaciones no produzcan, por lo tanto,
ningdin cambio esencial en su naturaleza, lo llamaré un conjunto, y un
conjunto cuyos miembros sean individuos de una especie 4 determinada
(es decir, objetos que se pueden subsumir bajo el concepto 4) se le llama
una multitud de 4% (Bolzano, p. 77).

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg ‘ 19



La evolucion conceptual del infinito matematico actual

Queremos sefialar que la diferencia entre conglomerado y conjunto destaca
la diferencia entre una coleccién “estructurada”y una coleccién “no estructurada’.
Un conjunto es una coleccién con cierta estructura que puede ser elimina-
da. Encontramos que este tipo de discusién evoca la presentada por Freudenthal
cuando sefala que “...e/ problema propio con los conjuntos es el de captarlos y
reconocerlos de manera abstracta” (Freudenthal 1983, p. 34), en otras pala-
bras, reconocer a los conjuntos como colecciones no estructuradas, con su
numero de elementos (su cardinalidad) como tnica caracteristica.

Bolzano definié una multitud infinita como una en la que cualquier
multitud finita sélo puede ser parte de la infinita. Considerando la exis-
tencia de estas colecciones infinitas, Bolzano sefialé que “e/ conjunto de
todas las verdades absolutas es un conjunto infinito” (Bolzano, p. 90). Este
argumento acerca del modo de existencia muestra que desde el punto de
vista de Bolzano, las matemdticas tenian que ver con los conjuntos abs-
tractos; por lo tanto, los criterios de validacién para la existencia de estas
colecciones infinitas tenian que ser nuevos y estar basados principalmente
en su naturaleza no contradictoria. Este fue un paso decisivo hacia el abandono
de la validacién empirica.

La idea principal que apoya el nuevo nivel de representacién yace en el
hecho de que se abandona la concepcién de un conjunto que resulta de un
proceso constructivo, por agregacién de elementos. En lugar de eso, Bolzano
adoptd un concepto sintético de conjunto; esto es, un conjunto es concebido
como una totalidad, sin la necesidad de pensar separadamente en cada ele-
mento. El ejemplo dado por Bolzano es significativo a este respecto:

[...] puedo pensar el conjunto, la multitud, o si ustedes lo prefieren, la tota-
lidad de los habitantes de Praga o de Pekin sin formarme una representa-

cién separada de cada habitante (Bolzano, p. 86).

El cambio del rol del infinito de sustantivo o de adverbio a un atribu-
to, evidencia la presencia de un nuevo nivel de representacién en el trabajo
de Bolzano, el cual dio origen a un nuevo significado que, a la vez, trans-
formaria el infinito en un objeto dentro de una esfera operacional. Con
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este nuevo significado, era posible que el infinito se asimilara a las ma-
temdticas; sin embargo, un acomodo de las estructuras implicadas ain no
habia ocurrido, y el proceso de construccién del concepto se habia quedado,
por lo tanto, sin terminar.

Uno de los puntos clave en la conceptualizacién de Bolzano era la
comparacién de conjuntos infinitos. En su estudio sobre los conjuntos
infinitos, Bolzano sefialé dos posibles criterios de comparacién: en pri-
mer lugar, se podia establecer una correspondencia uno-a-uno entre dos
conjuntos infinitos; en segundo lugar, Bolzano propuso otro tipo de rela-
cién que también se podia establecer entre dos conjuntos infinitos, esto
es, la relacién parte/todo. Este fue el criterio de comparacién que Bolzano
seleccioné. Entonces, enfatizé que aunque se pudiera establecer una co-
rrespondencia uno-a-uno entre un conjunto y un subconjunto propio, esto
no constituia una justificacién para concluir que estos conjuntos fueran
equinumerables. La posibilidad de establecer dicha correspondencia era
mds bien una caracteristica de los conjuntos infinitos, aunque, de algin
modo, una caracteristica paradéjica. Debemos sefialar aqui una diferencia
fundamental entre el trabajo de Cantor y el de Bolzano: el criterio de
comparacién elegido por Bolzano se basa en las relaciones de inclusién,
opuesto al de Cantor, que se centra en comparar los conjuntos mediante
la correspondencia uno-a-uno.

La existencia de diferentes infinitos tenia que ser el punto de inicio
para el desarrollo de un dominio operacional. Bolzano definié diversas
operaciones entre conjuntos infinitos, basadas en el criterio de compara-
cién que él selecciond. Sin embargo, no pudo alcanzar su meta de aritmetizar
el infinito.

Las relaciones conjuntistas definidas por Bolzano son relaciones de
tipo intra-objetal porque:

a) Se dio una definicién para la comparacién entre conjuntos infi-
nitos —el predecesor directo para el establecimiento de funciones
uno-a-uno, que caracteriza el acercamiento de Cantor. Sin em-
bargo, esta comparacién no da origen a las transformaciones, ya
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que no define operaciones conjuntistas que pudiesen generar un
nuevo conjunto.

) Los sistemas de verificacién son en su mayor parte empiricos, por
ejemplo, estin basados en las propiedades geométricas (perceptuales)
de las figuras, y la comparacién estd estrechamente ligada a las ca-
racteristicas geométricas (empiricas) del objeto.

¢) No existe evidencia de conservacion (en el sentido piagetiano), ya que
una figura —vista como un conjunto de puntos sobre el plano— no pue-
de ser distorsionada o transformada (a través de la dilacién, por ejem-
plo) sin cambiar el nimero de elementos del conjunto de puntos.

d) Ya existe un cierto grado de transitividad en las relaciones usadas
por Bolzano, aunque limitadas. Por lo tanto, la aproximacién de Bolzano
constituye el centro de la estructuracién que se requeria para la evo-
lucién hacia el nivel inter-objetal.

El infinito cantoriano

La teoria de Cantor sobre el infinito representa un punto decisivo en la
historia del establecimiento del infinito actual en las matematicas. Fue
entonces que el infinito alcanzé una posicién permanente como objeto de
estudio con su propia operatividad.

A través de su interés en el estudio de las series trigonométricas, Can-
tor se dio cuenta de que los conjuntos de puntos infinitos podian llegar a
ser un instrumento para analizar el dominio de las funciones que se puede
representar a través de dichas series. Entonces, se impuso la tarea de “ha-
cer un estudio quirdrgico” de la linea recta, buscando desenmarafiar la na-
turaleza del continuo. Definié para este propdsito, por primera vez en la
historia, una operacién realizada sobre los conjuntos: dada una serie de
puntos, se puede construir su conjunto derivado (el conjunto de puntos de
acumulacién del conjunto original). Esta operacién significaba que era
posible la generacién y diferenciacién de conjuntos infinitos, de acuerdo
con las formas en que sus elementos son “organizados”.
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Esto llev6 a Cantor a confrontar el problema de comparar los conjun-
tos infinitos de una manera explicita. Como hemos sefialado, Bolzano ya
habia establecido una comparacién entre dichos conjuntos, basindose en
el criterio de inclusién. El problema de comparacién que Cantor planteé
es mucho mas amplio: si €l tuviera que comparar los conjuntos con sus
subconjuntos propios, requeriria entonces un método mds general donde
este tipo de comparacién (por inclusién) sélo seria un caso especial, y como
él estaria comparando incluso conjuntos que uno no fuera un subconjunto
del otro, el criterio no podria depender de las caracteristicas de los ele-
mentos, como hizo con Bolzano. En lugar de eso, se requeria de un crite-
rio externo basado en la existencia de un “agente mediador”: la relacién
uno-a-uno entre los elementos de dichos conjuntos. La biyeccién, como
un criterio de comparacién entre conjuntos, denota un cambio de pensa-
miento: el todo podria ahora igualar (con respecto a la numerosidad) a
una de sus partes propias (Cantor, 1877, pp. 311- 312).

La correspondencia uno-a-uno hace posible distinguir los conjuntos
contables de los no contables. En el nivel geométrico de la representacidn,
y por medio de la verificacién empirica, somos incapaces de detectar los
instrumentos cognitivos que conducirian al establecimiento de una dife-
rencia entre densidad y continuidad. Un nivel superior de representacién,
que incluye la idea de un conjunto (su nimero cardinal), asi como una
nueva operatividad, son necesarios para que la comparacién se vuelva po-
sible. Se genera, por lo tanto, un cambio metodolégico, porque el proceso
de verificacién deja de ser empirico y se vuelve mds dependiente de las
necesidades 16gicas. El criterio de la biyeccién se torna un instrumento
til para caracterizar los conjuntos mediante la nocién de la potencia de
un conjunto, haciendo evidente, de esta manera, el significado epistemoldgico
de este nuevo instrumento.

Cantor usé las expansiones decimales para alcanzar uno de sus resul-
tados mds hermosos, a saber, que la linea y el plano son equipotentes. Esto
condujo a un cambio en el significado de las expansiones decimales: la
combinatoria de los digitos de la expansién decimal de un nimero real da
la posibilidad de generar nuevo conocimiento. En este nuevo nivel de re-
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presentacién hay transformaciones (por ejemplo, de la linea al plano) que
implican “conservacién” (en el sentido piagetiano), porque el numero car-
dinal del conjunto permanece invariante a lo largo de la transformacién.

La conservacién de la cantidad es un prerrequisito para que exista el
concepto de numero; el uso de los nimeros en cualquier forma sélo es
significativo si hay algo —llamado cantidad— que permanezca sin cambio a
lo largo de las transformaciones. Segtin Piaget, la cantidad es una cons-
truccién mental que se basa en un sistema de operaciones reversibles de
correspondencia, entre los conjuntos. Si las operaciones se pueden inver-
tir, la conservacién de la cantidad ya no es s6lo empiricamente verificable,
sino que también es, bajo ciertas condiciones, una verdad necesaria.

No es sorprendente, por lo tanto, que la teoria de Cantor sobre los
conjuntos infinitos lo conduzca a una generalizacién del concepto de nu-
mero. Ya desde sus primeros trabajos la nocién de potencia, derivada de la
correspondencia uno-a-uno, se mostraba como un genuino principio de
organizacién. Sin embargo, este concepto es esencialmente un concepto
relativo, lo que significa que aunque permite que se establezca una rela-
cién entre dos o mds conjuntos, no caracteriza a estos conjuntos de una
manera absoluta. Una caracterizacidn absoluta de los conjuntos infinitos
se puede dar en términos numéricos, como una extensién de lo que sucede
con los conjuntos finitos. Los nimeros cardinales tienen este rol cuando
se tornan el criterio de identificacién de conjuntos sin estructura (adicio-
nal). Aqui tenemos una nueva abstraccién de los objetos de estudio que
dan origen a la posibilidad de eliminar cualquier estructura que el conjun-
to pueda tener después de que se haya construido. Esto equivale a reflejar
al objeto en un nuevo nivel de representacién.

Con una metodologia fundada en la realidad inmanente (es decir, la
realidad que es independiente de sus posibles “aplicaciones”) de los obje-
tos matemadticos, Cantor mostré que sus nuevos nimeros y sus reglas de
operacién producian una estructura que, de manera consistente, se ajusta-
ba a los nimeros finitos (Cantor, 1883).

Tanto en las operaciones realizadas sobre un conjunto infinito para
obtener el conjunto derivado, como en las operaciones de poner los ele-
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mentos de dos conjuntos infinitos (que podrian ser disyuntos) en corres-
pondencia, la presencia de las siguientes propiedades se vuelve clara: a)
reversibilidad —el “punto de partida” y el “punto final” estin bien defini-
dos; 4) recursividad —es posible encontrar, por ejemplo, el conjunto deri-
vado del conjunto derivado; ¢) transitividad —si es posible definir una
correspondencia uno-a-uno de un conjunto 4 a un conjunto B, y otra del
conjunto B a un conjunto C, existe entonces una correspondencia uno-a-
uno de 4 a C; d) asociatividad restringida —en la composicién de las fun-
ciones biyectivas; ¢) conmutatividad —si 4 es equipotente con B, entonces B
es equipotente con 4. Las coordinaciones entre las correspondencias, por
un lado, y entre las transformaciones, por el otro, con las propiedades an-
tes mencionadas, son caracteristicas de las relaciones de la etapa inter-
objetal, y asi también lo son los principios de conservacién (Piaget y Garcia,
1987, p. 123 —edicidn espafiola).

La diferencia fundamental entre los enfoques de Bolzano y de Cantor
se puede explicar en términos del objeto de estudio, y en los aspectos don-
de se centra la atencién.

Para Bolzano, el foco de atencién se hallaba en cada uno de los con-
juntos infinitos. Era dentro de los conjuntos donde se podian establecer
las comparaciones: habia diferentes “grados” de infinito dentro del mis-
mo conjunto infinito, aquellos que corresponden a sus subconjuntos in-
finitos propios. Bolzano no pudo “partir” un conjunto para —externamente—
comparar al conjunto con su subconjunto, porque la esencia propia de la
comparaciéon estaba en la inclusién misma. En este sentido, podemos
decir que el trabajo de Bolzano muestra caracteristicas de la etapa intra-
objetal del desarrollo histérico del concepto. Sélo es posible esta etapa
cuando hay una clara delimitacién del objeto de estudio; y Bolzano al-
canzé esta etapa cuando introdujo el concepto de conjunto. Fue asi que
apareci6 la semilla para una tematizacién del infinito actual, aunque de
hecho, el concepto mismo atin no era “tematizado”. Esto era porque el
sujeto (epistémico) trataba todavia con el problema en situaciones res-
tringidas, con un cierto pragmatismo que no involucraba aspectos es-
tructurales del problema.
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Por su lado, Cantor basaba su criterio de comparacién en la existencia
de una relacién biyectiva entre los conjuntos sujetos a comparacién. Es cla-
ro, por lo tanto, que la introduccién de un instrumento de comparacién ex-
terno s6lo se podia lograr si se concibiera a los conjuntos como separados, lo
que condujo a la deteccién de propiedades reflexivas, transitivas y simétri-
cas asociadas con la relacién. El foco del estudio de Cantor se hallaba en las
relaciones que se podian establecer entre los diferentes conjuntos. A causa
de esto, podemos argumentar que el trabajo de Cantor presenta las caracte-
risticas de la etapa inter-objetal del desarrollo histérico del concepto.

Respuestas del estudiante

Cuando un estudiante entra por primera vez en contacto con los conjun-
tos infinitos, uno de los conflictos obvios a los que se enfrenta es tener
que aceptar que el todo puede ser igual a una de sus partes. En la raiz de
este conflicto se encuentra el hecho de que los esquemas intelectuales del
individuo surgen de la experiencia cotidiana, en donde se hace evidente
que el todo siempre es mds grande que cualquiera de sus partes. Esta ex-
periencia le da forma a la “imagen conceptual” que los individuos generan
(Tall-Vinner, 1981a). La extrapolacién de ciertas propiedades de los con-
juntos finitos a los infinitos, conduce a situaciones contradictorias que los
estudiantes no siempre son capaces de superar. Dichas contradicciones re-
velan la coherencia, aunque sélo sea la coherencia local, de las imdgenes
conceptuales.

La tensién que el conflicto parte/todo provoca en los estudiantes fue
evidente desde las primeras observaciones, tanto en nuestro trabajo como
en el de los demds (Fischbein, 1979; Duval, 1983). Cuando el estudiante
confronta la tarea de comparar dos conjuntos infinitos, uno de los cuales
forma parte del otro, y se da explicitamente una relacién biyectiva entre
los conjuntos involucrados, siempre surge el conflicto de tener que escla-
recer los criterios bajo los cuales dicha comparacién se realiza. Encontra-
mos aqui el punto central de la operatoria en el tratamiento matemético
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del infinito actual y, por lo tanto, este problema se convierte en la esencia
del experimento.

A la luz de nuestra discusién anterior, una condicién necesaria, aun-
que no suficiente, para lograr el establecimiento de la correspondencia
biyectiva como instrumento de comparacién entre conjuntos infinitos, estd
en la posibilidad de concebir estos conjuntos infinitos de una manera sin-
tética. Como sefialamos antes, esta fue la piedra angular de la aproxima-
cién de Bolzano para ocuparse del infinito matemdtico.

Cuando se confrontan las preguntas: ;Por qué es infinito el conjunto de
los enteros?'y ;Por qué es infinito el niimero de puntos en un segmento?, algunos
estudiante respondieron respectivamente: “porque cada entero tiene un suce-
sor” y “porque entre dos puntos siempre hay un punto”. Estas respuestas estin
basadas en la concepcién “constructiva” de una secuencia que es definida
en términos de la regla que la genera. No obstante, esta concepcién lleva
consigo, de manera implicita, la imposibilidad de completar el proceso.
Como hemos sefialado antes, en sus Paradojas, Bolzano rechaza los argu-
mentos de aquellos que sostienen que la reunién de todos los elementos
de una secuencia para constituir un todo es una imposibilidad, incluso
para la mente. La respuesta de Bolzano es que este argumento estd basado
en la idea errénea de que para construir el conjunto que contiene los ele-
mentos 4, b, ¢, d,..., éstos deben ser primeramente concebidos como sepa-
rados. Bolzano continta diciendo que, en lugar de eso, lo que es cierto es
que el todo puede ser imaginado sin tener que construir una representa-
cién separada para cada uno de los elementos del conjunto (Bolzano, p.
86). Bolzano sefiala aqui una caracteristica basica del concepto conjunto:
el conjunto de un objeto sincrético. Mientras esta representacién no se
alcance, tampoco se alcanzard la representacién del infinito actual.

La conceptualizacién rudimentaria de los conjuntos infinitos mani-
festados por los estudiantes da evidencia del surgimiento de contradiccio-
nes a las que sélo es posible dar respuestas localmente coherentes, pero
que fracasan en situaciones mds generales. Detrds de la nocién de los es-
tudiantes sobre los “conjuntos infinitos”, sélo estd la idea constructivista
que da origen al infinito potencial que, debido a sus propias caracteristicas,
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implica un proceso irreversible y genera una obstruccién para la actuali-
zacién del proceso.

Durante la fase experimental de nuestra investigacién, se disefiaron
tres cuestionarios que involucraban la comparacién entre un conjunto in-
finito y un subconjunto propio (ver Anexo). En el primer cuestionario, la
situacién fue presentada en un contexto aritmético; en el segundo, fue
presentada en un contexto geométrico; y en el tercero, fue hecha combi-
nando los contextos anteriores y usando un lenguaje algebraico.

El primer cuestionario se le dio a un grupo experimental de 20 estu-
diantes universitarios del primer semestre que cursaban la carrera de ma-
temdticas y cuyas edades fluctuaban entre los 18 y los 20 afios. Los otros
dos cuestionarios fueron respondidos por 24 estudiantes del mismo nivel,
8 de ellos pertenecian a ambos grupos experimentales. Hasta el momento
de la aplicacién de los cuestionarios, los estudiantes no habian recibido
una instruccién formal (en la escuela) acerca de los temas relacionados
con el infinito actual. Por lo tanto, sus respuestas se podian interpretar
como espontineas.

Se realiz6 un tipo de andlisis interpretativo basado en preguntas y res-
puestas abiertas. Este andilisis se centré en los tipos de argumentos que
dieron los estudiantes para justificar sus respuestas, sin mucha preocupa-
cién por la correccién matemdtica de las mismas.

La estructura de los tres cuestionarios es andloga a los del trabajo de
R. Duval (Duval, 1983), que sirvieron como modelo. En cada uno de estos
cuestionarios, hay un conjunto infinito 4, un subconjunto infinito propio
B,y una correspondencia uno-a-uno entre sus elementos. La primera par-
te de cada cuestionario enfatiza la inclusién de B en 4, y tiene el propésito
de pedir a los estudiantes que realicen una primera comparacién entre es-
tos conjuntos en términos de su numerosidad. En la segunda parte se muestra
la presencia de una biyeccién desdoblando explicitamente los conjuntos
involucrados (el subconjunto se ve como un conjunto por si mismo), y una
vez mis se les pide que hagan una comparacién de los conjuntos en térmi-
nos de su numerosidad.
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Con respecto a los conjuntos 4 y B, las situaciones dadas tienen tres
aspectos caracteristicos:

I. Los conjuntos son infinitos
II. B es un subconjunto propio de 4
III. Los dos conjuntos son equipotentes

Al principio, tratamos de determinar cudl de estos aspectos era mds rele-
vante para los estudiantes para responder a las preguntas. Se hizo un and-
lisis interpretativo con respecto a la focalizacién de los estudiantes sobre
estos aspectos, porque no podiamos hallar una relacién entre las respues-
tas y los argumentos correctos.

En el primer cuestionario se dieron dos comparaciones entre conjuntos
numéricos: @) el conjunto de nimeros naturales con el conjunto de sus cuadra-
dosy &) el conjunto de nimeros naturales con el conjunto de los nimeros pares.

Estas comparaciones son presentadas en dos situaciones diferentes: al
principio, enfatizamos el hecho de que el conjunto de los cuadrados (o el
conjunto de nimeros pares) es un subconjunto propio del conjunto de los
numeros naturales. Presentamos entonces la situacién en donde se esta-
blece una correspondencia uno-a-uno, que conduciria a la conclusién de
que los dos conjuntos son equipotentes.

Estas comparaciones generan un conflicto que involucra la experien-
cia concreta del estudiante y a la construccién intelectual de los conjuntos
infinitos. La evidencia de una correspondencia entre un conjunto y uno de
sus subconjuntos propios, nos lleva a la conclusién de que los conjuntos
tienen igual numerosidad. Esta conclusién va en contra de la intuicién
desarrollada en contextos finitos. El uso de la analogia impide el acceso a
un nivel més alto de representacién.

El problema de desdoblar un conjunto, como Duval lo sefialé, también
estd presente en esta situacién, ya que un elemento dado debe jugar el
doble rol de pertenecer a ambos conjuntos, de modo que uno puede com-
parar a los conjuntos con la ayuda de un agente externo (una biyeccién).
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El segundo cuestionario se refiere a la comparacién de los conjuntos
de puntos en segmentos o en regiones planas. En esta situacién, los con-
juntos a comparar se presentaron aislados entre si, de tal manera que para
poder usar el criterio de inclusidn, los estudiantes tenian primero que mo-
ver, mentalmente, un conjunto sobre el otro. Dos factores potencialmente
conflictivos sobresalen en este cuestionario: @) los conjuntos que se van a
comparar son continuos, lo que significa que los métodos de “conteo” usa-
dos para los conjuntos discretos no se pueden emplear, y 4) los conjuntos
son localizados en regiones acotadas de la recta o del plano, lo que es en si
un obstdculo para su cuantificacién infinita. La situacién geométrica nos
lleva a razonar de modo diferente al empleado en el contexto de los con-
juntos numéricos. Para poder abordar este problema en términos cantorianos,
debemos acceder a un nivel que permita ¢/ o/vido temporal de la represen-
tacién geométrica.

El tercer cuestionario es una combinacién, haciendo uso del lenguaje
algebraico, de los dos contextos —el numérico y el geométrico. El cuestio-
nario presupone que los estudiantes acepten la correspondencia entre los
nimeros reales y los puntos sobre una recta. Por lo tanto, se les pide que
comparen el conjunto de los puntos en el intervalo cerrado [0, 1] con el
conjunto de los puntos en el intervalo cerrado [0, 2], después de estable-
cer la correspondencia uno-a-uno dada por la férmula algebraica y=2x.
Este nivel de representacién donde prevalece lo operacional, opuesto a las
situaciones previamente descritas, permitié a la mayor parte de los estu-
diantes afirmar que ambos conjuntos tienen el mismo nimero de elemen-
tos, y muchos de los obsticulos observados en los casos anteriores parecen
haber desaparecido.

Ya hemos sefialado que una concepcién basada en un proceso de ge-
neracién efectiva de los elementos de un conjunto, impide una aproxima-
cién “actual” al problema del infinito. Sin embargo, nos ocuparemos ahora
del estudio de los esquemas de respuesta de los estudiantes que todavia
presentan esta concepcién insuficiente. En general, esta comparacidn, tanto
en los contextos aritméticos como geométricos, es establecida al estilo de
Bolzano. Es decir, el énfasis se halla en la relacién parte-todo.
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Nuestro andlisis inicial de las respuestas tomé en cuenta las preguntas
relacionadas con la comparacién entre dos conjuntos. El objetivo de este
analisis, como lo hemos dicho, era determinar en qué aspecto de la situa-
cién se habia concentrado el estudiante para responder la pregunta. Las
preguntas seleccionadas fueron las siguientes:

CUESTIONARIO 1

Parte uno: Pregunta 6: ;Hay mds nimeros enteros que cuadrados (o igual
cantidad)?

Parte dos:  Preguntas 9-10: ¢Tiene el conjunto de nimeros enteros mds
elementos que el conjunto de los nimeros cuadrados (o igual
cantidad)?

Preguntas 11-12: ;Tiene el conjunto de nimeros enteros mds

elementos que el conjunto de nimeros pares (o igual cantidad)?

CUESTIONARIO 11
Parte uno: Pregunta 3: ;Tiene €D mis puntos que (o tantos como) 4B?
Parte dos:  Preguntas 8-9: ;Tiene €D mis puntos que (o tantos como) 4B?

Preguntas 12-13: ;Tiene € mds puntos que (o tantos como) AB?

CUESTIONARIO III
Pregunta 2: ;El conjunto 4 y el conjunto B tienen el mismo

numero de elementos?

Un total de 220 respuestas fueron obtenidas y clasificadas de acuerdo con
el tipo de argumento que dieron los estudiantes en apoyo de sus respues-
tas. La clasificacién se puede ver en la tabla 1.

Como lo muestra la tabla, las respuestas de los estudiantes al comparar
los conjuntos estin guiadas principalmente por las relaciones de contenencia
que existen entre los conjuntos. Con excepcién del cuestionario III, que propiciaba
cierta independencia de contexto, la mayoria de las respuestas se centré en
la relacién parte-todo. En segundo lugar, las respuestas se centraron en el
cardcter infinito de los conjuntos y, finalmente, en la relacién de biyeccién.
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Tabla 1
Aspectos predominantes en las respuestas de los estudiantes

Aspecto Frecuencia

Preg.1 Preg.i  Preg.u  Total %
Ay Bson infinitos 26 21 1 43 22
B es un subconjunto de A 38 56 1 95 43
Hay una biseccion entre Ay B 21 12 18 51 2
Respuesta inclasificable 7 5 1 13 6
Sin respuesta 8 2 3 13 6
Total 100 96 24 220 100

En el primer cuestionario (el aritmético), la comparacién entre el conjun-
to de todos los nimeros naturales y el conjunto de los nimeros pares llevé
al siguiente tipo de respuesta:

El conjunto de nimeros naturales contiene nimeros pares e impares. En-
tonces, el conjunto de nimeros pares contiene menos elementos que el conjunto
de nimeros naturales.

Cuando se compara el conjunto de nimeros naturales con el conjunto de
numeros cuadrados (naturales), se obtienen respuestas como las siguientes:

Hay una infinidad de nimeros naturales que no son nimeros cuadrados,
aunque ambos conjuntos son infinitos.

Cuarenta y tres por ciento de las respuestas obtenidas se ajustan a este
esquema (ver tabla 1), en concordancia con la concepcién de Bolzano. Sin
embargo, debemos decir que el 22% de las respuestas ni siquiera alcanzan
este nivel. Se puede deducir de estas respuestas que los estudiantes no
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pensaban que la comparacién de estos conjuntos fuera posible, precisa-
mente, a causa de su naturaleza infinita. Como ejemplo, presentamos los
siguientes esquemas de respuesta:

Como los conjuntos son infinitos, no se puede establecer una relacién entre

ellos.

y:

Todos los conjuntos infinitos son iguales.

Estos esquemas son reminiscentes de las concepciones de Galileo, como
lo muestra la siguiente cita:

Cuando intentamos, con nuestras mentes finitas discutir lo infinito, le asignamos
aquellas propiedades que damos a lo finito y limitado; pero creo que esto no
estd bien, porque no podemos hablar de cantidades infinitas como que una

es mayor o menor o igual a la otra. (Galilei, pp. 31-32).

El argumento anterior tiene su fundamento en la comparacién entre el
conjunto de nimeros naturales y el conjunto de nimeros cuadrados. Asi,
el mismo argumento es transferido al contexto geométrico: “Una linea no
contiene mds o menos o sélo tantos puntos como otra, sino que cada linea
contiene un nimero infinito” (Galilei, pp. 31-32).

En el cuestionario geométrico, se dio la comparacién entre los con-
juntos de puntos de dos segmentos de diferente longitud, asi como la com-
paracién entre un segmento y la superficie de un cuadrado. De las 96 respuestas
dadas, 56 muestran una concepcién donde las caracteristicas geométricas
de las figuras determinan el “tamafio” de los conjuntos correspondientes,
sin que se permita la posibilidad de establecer la conservacién de la canti-
dad. De nuevo, el nivel de representacién se vuelve un obsticulo para en-
trar a un campo mds amplio de significado. La posicién de Bolzano a este
respecto es la misma que adoptaron los estudiantes, como lo muestra la
siguiente cita:
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Sea E el conjunto de puntos que se hallan entre 2 y 4, ambos incluidos... El
conjunto de puntos en la superficie de un cuadrado del lado a4 incluyendo
su periferia serd igual a £”... Debemos atribuir a una linea recta completa
una longitud infinita y a su conjunto de puntos una numerosidad una infi-

nidad de veces mis grande que la del segmento unitario de la recta (extrac-
to de Bolzano, pp. 150-151).

Sin embargo, a diferencia de Bolzano, los estudiantes no pudieron des-
prenderse de la situacién paradéjica implicada aqui, y cuando la biyeccién
entre los conjuntos se hizo patente, simplemente ignoraron las consecuencias
extraidas de este hecho con respecto a la numerosidad de los conjuntos.
Por ejemplo, surgieron inmediatamente situaciones contradictorias con el
cuestionario II:

1) Para cada punto en el segmento CD, shay un punto en el segmento
AB?

2) Para cada punto en 4B, ;hay un punto en CD?

3) ¢Todos los puntos en €D tienen un punto correspondiente en 4B?

4) ¢Todos los puntos en 4B tienen un punto correspondiente en CD?

5) ¢Tiene CD més puntos que 4B?

De los 24 estudiantes que respondieron a ese cuestionario, 5 lo hicieron en
forma afirmativa a todas las preguntas de la secuencia anterior, justifican-
do la dltima afirmacién con argumentos del tipo “CD es mds largo que AB”,
sin mostrar ningdn interés por la inconsistencia légica en la que estaban
cayendo. Hay dos niveles de abstraccién en esta secuencia de respuestas:
la primera, con la que las primeras cuatro preguntas pueden ser adecuada-
mente respondidas, supone una idea abstracta de un punto sin dimensién,
y la generalizacién de la construccién dada a todos los casos posibles. El
segundo nivel, que se vuelve dominante y determina la conclusién de la
secuencia, estd anclado a la percepcidén de la representacion geométrica e
impide el establecimiento de una conexién entre el primer razonamiento y
el segundo.
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Hay una minoria de estudiantes que parecen aceptar la biyeccién como
un criterio adecuado para comparar (la numerosidad de) los dos conjun-
tos. Pero en un estudio anterior (Waldegg, 1988) ya no era claro que los
estudiantes fueran a aceptar este criterio como el adecuado. En realidad,
los estudiantes no estaban concientes de la inestabilidad de sus instru-
mentos, y no habia nada que los obligara a buscar nuevos medios de aproxi-
macién a las situaciones contradictorias.

Para concluir esta seccién, nos gustaria sefialar algunos de los aspec-
tos que determinan el paso de un nivel de conceptualizacién al siguiente,
y que generalmente no se vieron en las respuestas:

1) El acceso a la fase intra-objetal en la evolucién de la infinito actual s6lo
es posible cuando llega a ser claramente identificada dentro de la disci-
plina. En este caso, sélo cuando se puede concebir un conjunto infinito
como un todo, abstrayendo la individualidad de sus elementos y la ge-
neracién de sus reglas, se hace posible incluirlo a las matemdticas y darle
la caracteristica de un “objeto de estudio”. Centrar nuestra atencion en
el proceso de generacién de un conjunto elemento por elemento impide
la conceptualizacién del “cuando se termina la construccién”, e impide,
por lo tanto, cualquier posibilidad de invertir el proceso.

2) Una comparacién que dependa de los métodos empiricos de verifica-
cién (por ejemplo, sobre las caracteristicas de una figura geométrica o
sobre el “ordenamiento” de los elementos de un conjunto numérico),
muestra uno de los rasgos de la etapa intra-objetal. La encontramos,
por ejemplo, en la siguiente respuesta: “Los nimeros pares ‘saltan’ a
los impares en la secuencia numérica’.

3) No hay desdoblamiento de los conjuntos; la situacién es incluso
forzada, asi es que uno puede ignorar este hecho aun cuando los
conjuntos sean disjuntos. Para tener logros en la etapa inter-légica,
se debe considerar la posibilidad de desdoblar un conjunto, de for-
ma tal que el proceso de compararlo con sus partes requiera de la
presencia de un agente externo. Entonces, este agente externo se
convierte en el objeto de estudio.
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4) La comparacién entre los conjuntos, definida por los estudiantes,
no da origen a las transformaciones y no permite el desarrollo de
una operatividad. Este criterio de comparacién y la irreversibilidad
del proceso impide el establecimiento de la conservacién de canti-
dad, la cual es necesaria para tener acceso a la nueva etapa inter-
objetal.

5) Hay algunos niveles de representacién, por ejemplo el algebraico,
que parecen facilitar el acceso a la etapa inter-objetal, permitiendo
la existencia de una operatividad independiente del significado. Sin
embargo, este nivel no resuelve las paradojas, s6lo las oculta. Des-
de nuestra perspectiva, esta observacién abre un campo para la ex-
perimentacién que podria permitirnos determinar hasta qué grado
los estudiantes pueden sostenerse en sus afirmaciones a pesar de
las situaciones paradéjicas que derivan de ellos.

6) El contexto geométrico, lleno como estd de significados y basado
en la verificacién empirica, parece impedir el acceso a los niveles
superiores de conceptualizacién. En realidad, esto fue confirmado
por otro estudio donde hallamos que a pesar de la instruccién pre-
via sobre los conjuntos infinitos, cuando el contexto geométrico
estaba implicado, los estudiantes ignoraban la instruccién y daban
respuestas basados en sus preconcepciones. Los resultados de esta
investigacién serdn publicados en un articulo en preparacién.
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Apéndice
Cuestionario |

Parte uno

1. Encierra los nimeros que son cuadrados perfectos en la siguiente lista

1 2 3 4 5 6 7 8
11 12 13 14 15 16 17 18
21 22 23 24 25 26 27 28
31 32 33 34 35 36 37 38
41 42 43 44 45 46 47 48
51 52 53 45 55 56 57 58
61 62 63 64 65 66 67 68
7 72 73 74 75 76 77 78
81 82 83 84 85 86 87 88
91 92 93 95 95 96 97 98

2. ;Cudntos cuadrados hay en la lista?

3. Si continuaramos la lista hasta: 100, 10 000, 1000 000 000, ;cuantos cuadrados

habria en cada caso?
Preguntas de la 4 a la 6, encierra la respuesta correcta.

4. Sitomamos todos los nimeros enteros, la cantidad de ellos,
es muy grande, pero finita S| NO NO SE

¢Una infinidad? Si NO NO SE

Explica tu respuesta

5. Si tomamos todos los cuadrados perfectos, la cantidad de ellos
es muy grande, pero finita Si NO NO SE

¢Una infinidad? Sf NO NO SE

Explica tu respuesta
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6. Piensa en todos los nimeros enteros, hay mas
nimeros enteros que cuadrados Si NO NO SE

;tantos nuimeros enteros
como cuadrados? Sl NO NO SE

Explica tu respuesta.

Parte dos

Imagina una maquina que produce nimeros enteros y que nunca se detiene.

Imagina otra maquina que produce nimeros cuadrados y que nunca se detiene.
Primera maquina: 1 2 3 4 5 6 7.
Segunda maquina: 1 4 9 16 25 36 49...

7. ¢Hay nimeros tan grandes que la sequnda maquina podria no ser capaz de encontrar el
cuadrado? Explica tu respuesta.

8. ¢Cada nUmero entero tiene un cuadrado? Explica tu respuesta.

Si tuvieras que comparar el conjunto de nimeros enteros 1, 2, 3, 4, 5,... con el conjunto de
todos los cuadrados 1, 4, 9, 16, 25, ...

9. (El conjunto de numeros enteros tendria mas elementos que el conjunto de los cuadrados?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta

10. ¢El conjunto de nimeros enteros tendria tantos elementos como el conjunto de los cuadrados?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta

Si tuvieras que comparar el conjunto de todos los nimeros enteros 1, 2, 3, 4, 5,... con el con-
junto de los nimeros pares 2, 4, 6, 8, 10,...

11. ¢El conjunto de nimeros enteros tendria mas elementos que el conjunto de los nimeros pares?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta
12. ¢El conjunto de nimeros enteros tendria tantos elementos como el conjunto
de los nimeros pares?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta
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Cuestionario Ii

Contesta las siguientes preguntas poniendo un circulo alrededor de la respuesta correcta

Mira el segmento AB que mide 4 centimetros de largo y el segmento CD que mide 6 centimetros
de largo (figura 1).

Figura 1

1. ¢Crees que ambos segmentos estan

constituidos por puntos? Si NO NO SE
2. Siturespuesta es “SI”, ¢habra un nimero de puntos
muy grande en AB, pero finito? Sl NO NO SE
¢Una infinidad de puntos? Si NO NO SE
3. Situvieras que comparar los puntos en el segmento AB con los puntos en el segmento CD
¢Tiene CD més puntos que AB? Si NO NO SE
¢Tiene CD tantos puntos como AB?  SI NO NO SE

Mira los segmentos AB'y CD de nuevo. Dibujemos las lineas punteadas CAy DB que hacen intersec-
cion en 0. Dejemos que P sea cualquier punto en €D, al dibujar PO determinamos el punto P“en AB
(figura 2)

0
N\
1. N
/4 \
’ \
7 \
7 \
7 \
4 \\
V4 P B
7 0 v
. \
4 . N
! N
4 * \
4 . \
c ¢ . > D
p
Figura 2

4. Para cada punto en €D, ¢hay un punto en AB determinado de esta manera?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta
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. Para cada punto en AB, ihay un punto que le corresponde en CD?

Sl NO NO SE
Explica tu respuesta

. ¢Todos los puntos en CD tienen un punto que le corresponde en AB?

Sl NO NO SE
Explica tu respuesta

. ¢Todos los puntos en AB tienen un punto que le corresponde en CD?

Sl NO NO SE
Explica tu respuesta.

. ¢Tiene CD mas puntos que AB?

Sl NO NO SE
Explica tu respuesta

. ¢Tiene CD tantos puntos como AB?

Sl NO NO SE
Explica tu respuesta

Mira el segmento AB que tiene 1 centimetro de largo y el cuadrado C con sus lados de 1 centime-
tro de largo (figura 3)

40

A—8B C

Figura 3

. ¢Hay un punto en AB para cada punto en C?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta

. ¢Hay un punto en C para cada punto en AB?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta

. ¢Tiene C mas puntos que AB?

Si NO NO SE
Explica tu respuesta.

. ¢Tiene C tantos puntos como AB?
Si NO NO SE
Explica tu respuesta
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Cuestionario Il

Contesta las siguientes preguntas poniendo un circulo alrededor de la respuesta correcta

Considera el conjunto A formado por todos los nimeros reales situados entre 0y 1. Considera
el conjunto B formado por todos los nimeros de la forma 2x donde x esta en A. Los elementos
de B se consiguen haciendo “saltar” 2 unidades a los elementos de A (figura 4).

0 i M 1/—\ 2

Figura 4

Entonces, 0 no cambia de posicion, 1/4 salta hasta 2 (su nueva posicion); el 1 salta hasta 2, y
asi sucesivamente.

1. ¢Tiene el conjunto B todos los puntos del intervalo [0, 2]?
S NO NO SE
Explica tu respuesta.

2. ;Tienen el conjunto Ay el conjunto B el mismo nimero de elementos?
Sl NO NO SE
Explica tu respuesta

Moreno, L.y Waldegg, G. (1991). "The conceptual evolution of actual mathematical infinity”, Educational Studlies
in Mathematics, 22 (3): 211-231.

Traduccion: Juan Carlos Garcia Palmeros, DIE-Cinvestav.
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Una historia epistemoldgica
de numero y variacion

Resumen: En este trabajo trazamos una linea de desarrollos que relaciona la
epistemologia del nimero y la variacién. En lugar de seguir un camino histérico
detallado, presentamos algunas “instantdneas” de estos desarrollos: desde las pri-
meras categorias griegas binarias de nimero discreto y magnitud continua, a
través de la unificacién de Stevin de estas nociones como consecuencia de la
introduccién de los decimales; desde el uso de Oresme de las formas y el estudio
de Galileo de las curvas como una representacion geométrica para la variacion,
conjuntamente con la idea de Vieta de la cantidad variable algebraica, a la con-
juncién de Descartes de estos conceptos en la invencion de la geometria analiti-
ca. Con esto, nuestra intencion es enfatizar el cambio epistémico en los concep-
tos de nimero y magnitud, y la evolucién de la idea de cantidad variable por

tener un significado central en la historia de las matemdticas.

Introduccion

e ha mencionado (ver por ejemplo Klein, 1968 y Jones, 1978) que
el concepto de nimero euclidiano provino de las obras de Pitdgoras
y de Aristételes. Hay dos elementos en esta historia que, desde nuestro
punto de vista actual, son sorprendentes: 7) #zo no es un nimero
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y 11) el niimero sélo puede aplicarse al estudio de las colecciones discretas;
en otras palabras, no habia nocién de continuidad asociada con el concep-
to de nimero. Debido a estas caracteristicas, deseamos identificar el mo-
mento en el que el nimero y la magnitud (continua) se integran en el
mismo concepto.

Debemos recordar que Aristételes rechazé la Paradoja de la Flecha al
decir que el tiempo no podia estar compuesto de momentos, y que las
lineas no podian estar formadas de puntos, lo cual era una manera de decir
que la categoria de cantidad tenia dos componentes inconexos: el (nime-
ro) discreto y la (magnitud) continua. Estos componentes se reflejaron en
la matemadtica como el estudio de las magnitudes y los nimeros, i.e., como
el estudio de la geometria y la aritmética. Para Aristételes, la continuidad
se caracterizaba como la divisibilidad sin cuenta, de la cual era posible
concluir que la linea no podia estar compuesta de puntos. Las lineas y los
puntos pertenecian a dos campos matemdticos diferentes.

El continuo geométrico aparecia como una abstraccién del continuo
tisico. Debido a la caracterizacién de la continuidad como la divisibilidad
que nunca termina, fue posible concluir que lo continuo no estaba forma-
do de indivisibles. Por otro lado, el nimero era el prototipo de lo discreto;
el nimero era una coleccién de unidades y la unidad no era un nimero.

Este escenario cambi6 de manera radical con el trabajo de Simon Stevin.
El concepto griego de nimero se habia desarrollado como resultado de un
proceso de abstraccién aplicado al mundo material. Stevin desafi6 el punto
de vista griego sobre la medida, una perspectiva que encontraremos elabo-
rada més adelante. Las concepciones euclidianas se hallaban tan profunda-
mente enraizadas que fue necesario para Stevin argumentar en contra de
esta tradicién, tanto desde el punto de vista prictico como desde una pers-
pectiva epistemolégica. No se trataba tan solo de decir “uno es un nimero,”
sino de producir un argumento sélido para justificar esa afirmacién.

Volvamos ahora a la matemadtica griega, con una mirada necesaria para
entender la atmésfera conceptual en la que Stevin desarrollé su trabajo y
que también sirvié de sustento para la construccién del lenguaje algebraico
y la nocién de variacién.
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El concepto griego de cantidad

Aristételes introdujo la cantidad como una de las ocho categorias esencia-
les del pensamiento (Aristételes, Categorias b, 25) y la divisibilidad como
la operacién fundamental que hace psible la clasificacién de las cantida-
des. Una magnitud es una cantidad divisible ad infinitum; a esta caracte-
ristica definitoria se le llamé continuidad. Un niimero era una cantidad
s6lo divisible un nimero finito de veces; a esta caracteristica definitoria se
le lamé discretez. El quantum, como un elemento de la clase de las canti-
dades, era:

[...] lo que es divisible en dos o mds partes constitutivas, de las cuales
cada una es por naturaleza un ‘uno’ y un ‘esto’. Un ‘quantum’ es una plura-
lidad si es numerable, una magnitud si es medible. ‘Pluralidad’ significa lo
que es divisible potencialmente en partes discretas; ‘magnitud’ lo que es
divisible en partes continuas ...la pluralidad limitada es nimero, la longi-
tud limitada es una linea... (Aristoteles, Metafisica, 1020a, 5).

La siguiente cita ilustra por qué la geometria y la aritmética se hallaban
desconectadas, excepto en el caso particular de las magnitudes conmensu-
rables. En este caso, los resultados aritméticos se podrian aplicar, ya que
estas magnitudes pueden ser tomadas como nimeros:

Los axiomas que son las premisas de una demostracién pueden ser
idénticas en dos o en mds ciencias: pero en el caso de dos ‘géneros’
diferentes, tales como la aritmética y la geometria, no se pueden apli-
car demostraciones aritméticas a las propiedades de magnitudes, a menos
que las magnitudes en cuestién sean nimeros (Aristételes, Analitica

psterior 75b, 5).
La palabra género, en esta cita, se refiere a clases de objetos que comparten

ciertas caracteristicas de “nacimiento” o generacién y revela cémo las diferen-
cias en la naturaleza o el origen de los objetos matematicos determinaron el
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modo de operacién con ellos. Aunque las proposiciones en las dos teorias
son andlogas y las reglas lgicas son las mismas, no se podrian aplicar
indiscriminadamente a los objetos con una génesis diferente. Euclides mantuvo
una separacion entre la aritmética y la geometria, similar a la de Aristételes
(Jones, 1978, p. 377). Los Libros del T al VIy del XI al XI1I de los Elemen-
tos son geométricos, mientras que los Libros que van del VII al IX son
aritméticos. Con la excepcién del Libro X, los términos nimero 'y magni-
tud nunca aparecen juntos en el mismo libro. La proposicién X-5, sin em-
bargo, hace uso de la autorizacién otorgada por Aristételes de la siguiente
manera:

Las magnitudes conmensurables tienen entre si la razén que un nimero

tiene con un ndmero.

Epistemologia aristoteliana

Para Aristételes, los conceptos tenian sus origenes en el mundo fisico, y
heredaban sus propiedades y relaciones de la naturaleza. Para adquirir co-
nocimiento, la naturaleza deberia ser estrechamente observada y extraer
de ésta los conceptos cientificos. De la misma manera, el nimero y la magnitud
fueron conceptos extraidos del mundo material, como podemos apreciarlo
en la siguiente cita:

Todas estas objeciones, entonces, asi como otras del mismo tipo hacen
evidente que el nimero y las magnitudes espaciales no pueden existir
separadas de las cosas (Aristételes, Metafisica, 1085b, 30).

Para los griegos, lo que se podia conocer representaba una realidad exter-
na para el conocedor e independiente de él. (Piaget, 1950, capitulo III,
sobre “Conocimiento matemdtico y realidad”). Esta posicion epistemoldgica
permitié la construccién de una estructura tedérica y metodoldgica satis-
factoria, pero impuso una serie de restricciones sobre los objetos matemé-

46 ‘ Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg



Una historia epistemolégica de nimero y variacién

ticos. Para nuestros propésitos, vamos a examinar las restricciones que se
pueden detectar en los conceptos de nimero y magnitud, asi como las re-
laciones entre ellos.

Ndmero y magnitud

En los Elementos, el concepto de nimero estaba basado en las multiplici-
dades o colecciones de objetos concretos, individuales e indivisibles, cada
uno de ellos identificado con una unidad abstracta:

Una unidad es aquella que en virtud de la cual a cada una de las cosas

que existen se le llama una.(Los Elementos, VII Def 2).

Estas definiciones, al igual que la definicién de Aristételes del quantum
citada anteriormente, nos conduce a los conceptos de unidad y de nimero
vinculados al proceso de contar como una actividad de las “lectura de nu-
meros” en las cosas. E1 dominio numérico griego tenia una estructura bi-
sica derivada no sélo de cémo se generaba la sucesién de los nimeros, sino
también de las operaciones con sus elementos.

Una vez que se determinaba la naturaleza de los conceptos —como un
reflejo de una realidad fisica y externa— se definia la metodologia requeri-
da para operar (manipular) estos conceptos. La unidad, el principio de
generacién de numero, fue el concepto que resulté de extraer las caracte-
risticas que se relacionaban exclusivamente con la singularidad de cada
“cosa”. De esta manera, desde el punto de vista griego, pensar en la divi-
sién de la unidad era algo que no tenia sentido, ya que perderia su esencia;
de la misma forma que una cosa (un hombre, un caballo) no se podrian
dividir sin que perdieran su esencia. La imposibilidad de dividir la unidad
seflala la esencia de la cantidad discreta, como fue definida por Aristételes.
Las subdivisiones de una cantidad discreta no podrian ir mas alld de la
unidad y, como resultado de ello, solamente se podia subdividir un nime-
ro finito de veces. Por otro lado, las magnitudes geométricas —el prototipo

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg ‘ 47



Una historia epistemolégica de nimero y variacién

de las cantidades continuas— le dio forma a un dominio heterogéneo. La
longitud, el drea y el volumen pertenecian a este campo. Compartian la
propiedad de ser divisibles, potencialmente ad infinitum, y, si pertenecian
a la misma especie, se podrian establecer razones y proporciones entre ellos.
No habia ninguna estructura similar a la hallada en el campo numérico.
Los segmentos de recta, por ejemplo, formaban un agregado de elementos
abstractos, aislados e independientes entre si. Dados dos segmentos, era
posible operar con ellos, compararlos y ordenarlos, pero esto no queria
decir que perdieran su individualidad. En la geometria griega, la linea recta
era sélo un segmento que podia extenderse indefinidamente, pero no ha-
bia ningln concepto andlogo para nuestra “vida real” cotidiana.

La comparacién entre magnitudes en términos de sus razones, que es el
primer nivel cualitativo del proceso de medicién, condujo a la nocién de
conmensurabilidad relativa (no absoluta). Sin embargo, esta no era todavia
una clasificacién —en el sentido de una relacién de equivalencia—ya que sélo
se tomaban dos elementos a la vez. La divisibilidad era la parte fundamental
de la definicién de conmensurabilidad e inconmensurabilidad. Si era posi-
ble hallar una magnitud finita que “midiera” simultineamente dos magnitu-
des dadas, entonces se decia que estas dos magnitudes eran conmensurables.
Sila busqueda de esta “unidad-de-magnitud” nos llevara a tomar magnitu-
des mds y mds pequefias en un proceso de divisién potencialmente infinito,
se dirfa que las magnitudes eran inconmensurables. En el primer caso, las
razones se comportaban de una manera similar a las razones numéricas vy,
como resultado, podrian ser tratadas como la segunda, de acuerdo con la
proposicién X-5 de los Elementos. Si este no fuera el caso, entonces no exis-
tirfa ningun vinculo posible entre la magnitud y el nimero. Las matemati-
cas griegas consideraban la existencia de una unidad de magnitud, no sélo
necesaria para la prictica de la medicién, sino también teéricamente indis-
pensable para la caracterizacién conmensurable-inconmensurable.

Segun la epistemologia realista griega, la unidad métrica no podia
tener el estatus de “absoluta”, como lo tenia la unidad aritmética, ya que
la primera no tenia una realidad “externa”. Seleccionar una unidad de
magnitud seria el equivalente a dotar a la magnitud con atributos im-
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puestos por el sujeto y no “leer” la realidad misma; de esta manera, la
eleccién de una unidad de magnitud no era independiente de la activi-
dad del sujeto. No obstante, la unidad de magnitud que resultaba de la
comparacién de dos magnitudes conmensurables era una unidad intrin-
seca a las dos magnitudes comparadas y, consecuentemente, indepen-
dientes del sujeto que realizaba la comparacién. Esta unidad tenia las
caracteristicas tedricas impuestas por las matematicas griegas, pero también
tenia el inconveniente de no siempre ser la misma, ya que variaba con el
par de magnitudes comparadas.

Aceptando que la unidad aritmética y la unidad geométrica correspon-
dian a diferentes “géneros”, resumamos su comportamiento. La unidad arit-
mética no era un nimero; la unidad geométrica era una magnitud. La unidad
aritmética era absoluta; la unidad geométrica dependia de las magnitudes
que se estaban midiendo. La unidad aritmética generaba nimeros; la unidad
geométrica no generaba magnitudes. Las diferencias que hemos identifica-
do entre los dos campos hacen imposible que se puedan identificar los nu-
meros y las magnitudes en las matematicas euclidianas, aun a nivel operacional.

Antes de entrar al estudio de Stevin sobre el nimero, debemos volver
nuestra mirada a la nocién de representacion de los objetos matemdticos y
al cémo organizamos localmente, primero, el conocimiento matemadtico.

Organizaciones locales: nociones y representaciones matematicas

La historia del cédlculo, en particular, sefiala que durante su desarrollo se
van formando nucleos conceptuales que sirven para detonar la actividad
matemdtica. A esos ndcleos los llamaremos organizaciones locales. Veamos
algunos ejemplos extraidos del cilculo diferencial; problemas de méximos
y minimos, en el contexto suministrado por la geometria analitica quedan
identificados como problemas de trazado de tangentes en puntos especia-
les de una curva que, a su vez, puede ser representada mediante una ecua-
cién algebraica. Tales representaciones analiticas ensancharon el universo
de curvas a las que se les podia trazar una tangente.
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Existe una relacién muy fuerte entre representaciones mentales y re-
presentaciones externas. Aun mds, las representaciones internas no pueden
ser comunicadas sin el auxilio de las externas —el lenguaje natural, los diagramas,
las ecuaciones etcétera. De alli que nuestro interés se centre en las repre-
sentaciones externas ya que son sobre ellas que podemos apoyar nuestra
actividad cognitiva. Esto es vilido para todo concepto matemdtico. Las
representaciones visuales de la geometria, por ejemplo, desempefian este
rol. Describamos a continuacién la idea de organizacién local mediante un
ejemplo tomado de la historia de las matemadticas: resolver problemas de
optimizacién para funciones de una variable, usando el clculo diferencial.
Lo que se hacia, durante el siglo XVIII era partir de una organizacién local
consistente de:

1) una curva representada por una ecuacién
i) un campo operativo que permite “derivar” la ecuacién, e igualar a cero
la “derivada’”.

Esta organizacién local estd anclada al contexto que suministra la geome-
tria analitica; generaliza el problema de trazado de una tangente y para
ello recurre al uso de la nueva representacion de los objetos geométricos
que van a ser manipulados. De esta manera, mediante el campo operatorio,
se va generando la nocién de un “objeto tangente”. En aquel momento no
se tenia una definicién formal de derivada, pero ello no fue obsticulo para
iniciar la exploracién que hemos descrito. Podemos pensar en una organi-
zacién local como en una forma de estructura intermedia entre la
fenomenologia relativa a las tangentes y la definicién formal del concepto.

Variacion en un contexto geométrico
Vayamos ahora al trabajo de Oresme, Tratado de configuraciones de cuali-

dades y movimientos (véase Clagget, 1968, para una excelente traduccién
al inglés). Ahi hallamos un importante ejemplo de organizacién local, a
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saber, el estudio de la variacién en un contexto geométrico y, en particu-
lar, la idea de una cantidad fluyente. Oresme introdujo las figuras geométricas
para representar el comportamiento de una cualidad. Segun ¢€l, el estudio
de un cuerpo se podia realizar desde dos puntos de vista: desde el exzensional
—por ejemplo, el peso del cuerpo— y desde una perspectiva intencional —
por ejemplo, la temperatura del cuerpo. En el dltimo caso, la medida se
hacia punto-por-punto. En la lectura del capitulo “Sobre la continuidad
de la intensidad” (Oresme, Part I. i, pp. 165-169), encontramos la con-
cepcién euclidiana de nimero, donde Oresme dice que cualquier cosa medible,
con excepcion del niimero, se puede representar a través de una magnitud; es
decir “a manera de cantidad continua”. Esto también explica por qué, cuando
se habla de intensidades, él decia que “los puntos de una linea” eran una
ficcion necesaria utilizada para representar un lugar en el cuerpo estudia-
do. Cada una de las mediciones intensionales realizadas en un cuerpo fue
representada por medio de un segmento. El cuerpo mismo se representa-
ba mediante un segmento. Oresme consideraba al conjunto total de las
intensidades como puerta de acceso hacia el estudio de la variacién. A
este conjunto se le llamé una superficie lateral y contenia toda la informa-
cién acerca de la variacién de la intensidad. Pero aqui aparece un cambio
en su perspectiva ya que la latitud de superficies laterales fue usada para
estudiar la variacién de las formas, convirtiendo su trabajo en uno de ca-
ricter cualitativo.

Tomemos en consideracién el estudio de velocidad de Oresme. Se
pensaba en la velocidad como en una cualidad adquirida por un cuerpo en
movimiento. Los términos “uniforme” y “uniformemente diforme” fueron
introducidos para nombrar una cualidad que no cambiaba con el tiempo,
en el primer caso, y una latitud variable con un indice constante de cam-
bio, en el segundo caso. Oresme también considerd “deformemente diforme”
para el caso de superficies laterales.

Aunque este procedimiento de clasificacién fue, en general, indepen-
diente de las consideraciones fisicas, la manera de Oresme para considerar
la variacién doté a su modelo representacional con la capacidad de estudiar
el movimiento geométricamente. Esta perspectiva también se encuentra en
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Las dos nuevas ciencias de Galileo. Sin embargo, en este caso, el marco con-
ceptual es muy diferente. Consideremos el Teorema I (Proposicién 1) de

Galileo:

El tiempo requerido para recorrer un espacio por un cuerpo que parte
del reposo y que se desplaza con aceleracion uniforme, es igual al tiem-
po en el que el mismo espacio seria recorrido por un cuerpo que se
desplaza con velocidad uniforme (constante) y cuyo valor sea igual al
promedio entre las velocidades méxima y minima que alcanza el primer
cuerpo (Galileo en Struik, 1969, pp. 208-209).

Una versién andloga de este teorema, conocida como la Regla de Merton
puede ser hallada en E/ tratado de las configuraciones de cualidades y movi-
mientos de Oresme. La fraseologia aqui es la siguiente:

Cada cualidad, si es uniformemente diforme, es de la misma canti-
dad que lo es una cualidad que es uniforme (constante) de acuerdo
con elgrado del punto medio del mismo sujeto (Oresme 1350, Part
I11. VII, p. 409).

Pensamos que seria instructivo citar a Clagett sobre este asunto. El dice:

Sin embargo, (Oresme) no aplica la Regla de Merton sobre la equiva-
lencia entre la medida de la velocidad con aceleracién uniforme y la
medida de la velocidad promedio descubierta en Oxford en la década de
1330, para el problema de la caida libre, como lo hizo Galileo casi tres-
cientos afios después, aunque Oresme, por supuesto, conocia el Teore-
ma de Merton y, de hecho, proporcioné la primera prueba geométrica
de esto en otro trabajo, el De Configurationibus, pero aplicado éste a la
aceleracion uniforme en lo abstracto, mds que hacerlo directamente a la acele-
racion natural de la caida de los cuerpos (énfasis nuestro) (Clagett, op. cit.,
pp- 13-14).
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Esto establece, de manera clara, que el marco conceptual dentro del
cual trabajaba Galileo, no era el mismo que el de Orasme. Este ultimo esta-
ba interesado en el estudio general de las intensidades y las configuraciones,
y el primero en el caso muy especial de la caida libre de los cuerpos.

Un nuevo concepto de numero

En 1585 Simon Stevin publicé su libro L’ Arithmetique (Stevin, 1585, en
Girard [ed.], 1634), el cual produjo un cambio epistémico dentro del co-
nocimiento matemdtico. Era un tratado acerca de los aspectos teéricos y
practicos de la aritmética. En el capitulo X, Stevin present6 su (nuevo)
concepto de nimero. Para €1, “niimero es aquel a través del cual los aspec-
tos cuantitativos de cada cosa son revelados” (traduccién nuestra).

En las matemadticas griegas, la categoria de cantidad habia sido separa-
da en clases disyuntas: lo discreto y lo continuo. Stevin no tomé en cuenta
esta separacién. El nimero, como una entidad aislada, era para ¢l “continuo”
en el sentido aristoteliano, ya que podia dividirse indefinidamente y, de cierta
manera, heredaba las caracteristicas de continuidad o discrecién del objeto
que se estaba cuantificando. Por ejemplo, al hacer referencia a un caballo, el
numero “uno” era discreto; no obstante, unido a una yarda, el nimero “uno”
era continuo. Con esta formulacién, los términos continuo y discreto deja-
ron de ser categorias ontoldgicas; ahora se volvian meramente propiedades
contextuales de los objetos cuantificados. La notacién decimal que Stevin
introdujo podia resolver los problemas planteados por la tensién entre la
forma y el contenido. De hecho, ya que no habia una distincién dentro de
esta categoria recientemente revisada de cantidad, no podia haber distin-
cién entre el objeto de estudio de la aritmética y el de la geometria. El ins-
trumento de representacién requerido para hacer frente a esta nueva situacién
tenia que ser lo suficientemente flexible para ocuparse de estos problemas
de cantidad discreta y, de manera simultdnea, con los problemas de divisibilidad.
Hablar acerca de las partes de unidad, de notacién decimal, fue crucial. Esta
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representacién estaba profundamente vinculada al nuevo concepto de nu-
mero. Este es uno de los mejores ejemplos de cémo una adecuada represen-
tacién simbdlica se convierte en un instrumento con el cual se exploran los
conceptos matemdticos.

Mientras que la matemdtica euclidiana producia un concepto de nime-
ro por medio de una “abstraccién empirica” —en el sentido de la epistemolo-
gia genética de Piaget— el concepto de Stevin fue el resultado de la “abstraccién
reflexiva”. Stevin construyé su concepto de nimero a partir de la generali-
zacién de la prictica de medicién. Aqui, la frontera entre las matematicas
tedricas y las matemdticas aplicadas se desvanecia y se hacian presentes los
requerimientos practicos para determinar el tipo de matematicas que debe-
rian ser desarrolladas. Stevin nos dice Klein,

pone su experiencia de ingenieria financiera, comercial y “prdctica” al
servicio de su preocupacién “tedérica’— asi como, reciprocamente, su
“teoria” estd dispuesta para ser usada en su “actividad practica” (Klein,
1968, p. 186).

Stevin elaboré el aspecto operacional en un trabajo titulado La Disme,
publicado poco antes que L’Aritmetique. En ese trabajo presenté una sis-
tematizacién, con algunas innovaciones de la notacién decimal, ya cono-
cidas para ese tiempo, pero ain lejos de estar en uso general. Agregé los
problemas aritméticos en L'Aritmetigue. Alli identificé la magnitud y el
numero, atribuyendo las propiedades numéricas a las cantidades conti-
nuas y la continuidad a los nimeros. De aqui en adelante, no era posible
para los matemadticos separar el concepto de cantidad de su nueva repre-
sentacién simbdlica. Esto deberia dejar en claro la naturaleza mds abs-
tracta del nuevo concepto de nimero. De hecho, resulta interesante comparar
una vez mds el concepto griego de nimero en el que la unidad es el prin-
cipio fundamental, el mismo que introdujo Stevin.

Nosotros interpretamos el proceso de abstraccién reflexiva que llevé
a Stevin a su concepto de nimero como un proceso, por medio del cual
las (simbolizaciones de) operaciones aritméticas “revelaron” —en el sen-
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tido que Stevin dio a su palabra en su definicién de numero— las accio-
nes o transformaciones que se realizaron sobre los objetos materiales, en
tanto que estos objetos se pudieran tomar como cantidades. Para Stevin,
el nimero revelaba la cantidad de cada cosa. Por lo tanto, las operacio-
nes aritméticas se sostenian a través de las transformaciones que se rea-
lizaban en las cantidades.

Un paso muy importante hacia la ampliacién del dominio numérico
era el de considerar que los resultados de las operaciones aritméticas, he-
chas con los numeros, fueran nimeros. Stevin establecié este punto de
varias maneras. Por ejemplo, el siguiente argumento fue usado repetida-
mente por Stevin, y como consecuencia fue severamente criticado en ese
tiempo. Con respecto a este asunto, encontramos primero en qué parte
Stevin afirmaba que la unidad era un nimero:

La parte es “del mismo material” que el todo. La unidad es una parte
de una multitud de unidades. Por lo tanto, la unidad es “del mismo
material”, asi como la multitud de unidades; pero el material de una
multitud de unidades es nimero. Por esta razén, el material de la

unidad es nimero (Stevin 1585, p. 1).

Este argumento present6 una ambivalencia notable, considerando su nivel
de abstraccién. La primera premisa, “la parte es de la misma materia que
el todo”, aquélla se refiere a los objetos materiales, mientras que la segun-
da, “la unidad es parte de la multitud de unidades”, se refiere a los objetos
matemdticos y, por ello, abstractos. El paso sin restriccién de un nivel a
otro mostré el apuntalamiento normativo que la realidad fisica dio al con-
cepto de nimero de Stevin. El sostuvo su concepto de nimero con base en
las operaciones aritméticas que se podian realizar con él, y las operaciones
mismas sobre las transformaciones que se podian hacer sobre la materia
(al grado de que se pudiera cuantificar). Estas transformaciones cuyos re-
sultados no alteraban la cantidad total de la materia que intervenia en el
proceso, se reflejaban como operaciones, caracterizando, a la vez, el cierre
del dominio matemdtico.
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La eleccion de la unidad

La divisibilidad de la unidad tiene sus raices en el contexto de los proce-
sos de medicidn, a través de los cuales un numero se halla asociado a una
magnitud. Stevin propuso una estructura teérica basada en la sistemati-
zacién de esta practica. Sugirié la popularizacion del uso de las subdivisiones
decimales:

[...] todas las mediciones serdn divididas, ya sean mediciones de longi-
tud, de liquidos, de cosas secas, de dinero, etc., a través de las progresiones
precedentes de las décimas y cada una de estas famosas especies se le
llamaré Principio; por ejemplo, la Marca, Principio de pesos, por me-
dio del cual el oro y la plata son pesados, la Libra, Principio de otros
pesos comunes; la Libra Flamenca, la Libra Esterlina de Inglaterra, el
Ducado espafiol, etc., y asi, con cada Principio de monedas (Stevin,
en La Disme, 1585, p. 221).

Stevin llamé a cada una de las unidades de medicién Principio (comien-
20), independientemente de su naturaleza o extension. El asoci6 la uni-
dad numérica con este Principio. Durante toda La Disme, Stevin mostré
claramente cémo establecié la equivalencia entre cada uno de estos ele-
mentos de las unidades métricas con una sola unidad numérica natural
por medio de la practica de medicién. De esta manera, la unidad de Stevin
no sélo fue el resultado de una abstraccién de objetos como cantidades,
sino principalmente de una abstraccién de las acciones coordinadas que
se realizaban en el proceso de medida de estos objetos. Este ultimo argu-
mento muestra por qué su concepto de nimero fue el resultado de un
proceso de abstraccién reflexiva.

Es pertinente hacer ahora algunos comentarios sobre las expansio-
nes decimales. Stevin no negé la existencia tedrica de las expansiones
decimales infinitas. En realidad, él sugirié un método por medio del al-
goritmo de la divisién para aproximar, tanto como queramos, un decimal
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infinito (La Disme en Stevin, 1585, p. 210). Sin embargo, habia un inte-
rés predominante para aquellos objetos que se podian obtener (construir)
por medio de operaciones aritméticas. La siguiente cita, que se refiere a
las magnitudes inconmensurables, describe la posicién epistemoldgica
de Stevin:

no podemos saber la inconmensurabilidad de dos magnitudes dadas a
través de esta experiencia; en primer lugar, debido a los errores de
nuestros ojos y manos (que no pueden ver o dividir de manera perfec-
ta). Finalmente, concluiriamos que todas las magnitudes, tanto las con-
mensurables como las inconmensurables, son conmensurables. Y, en
segundo lugar, aunque fuera posible para nosotros substraer la canti-
dad mds pequefia de la mayor cientos de miles de veces y continuar de
esta manera por cientos de miles de afios (si los nimeros dados fueran
inconmensurables), trabajariamos eternamente, queddndonos en la ig-
norancia de lo que finalmente podriamos encontrar. Por lo tanto, esta
forma de cognicién no es legitima; nos coloca en una posicién de
imposibilidad si desedramos expresar en qué consiste realmente la

naturaleza (Stevin, p. 215).

Ahora volvemos al estudio de algunos aspectos de la transicién del pensa-
miento aritmético al pensamiento algebraico.

Viéte y el arte analitico

La ultima cita muestra la importancia de la operacién aritmética en las
concepciones de Stevin. En el trabajo de Stevin, el concepto de nimero se
halla justificado, no sélo porque podria acomodar todos los cilculos re-
queridos, sino también porque el cardcter simbdlico de su trabajo estaba
en linea con el desarrollo del dlgebra. Stevin hablaba acerca de los “nime-
. Z et » 7 « 7 z . » 7 z M
ros aritméticos” y también sobre los “niimeros geométricos”. Segtn €1, si el
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valor numérico de un nimero geométrico era desconocido, ingresaba a las
computaciones algebraicas como una cantidad indeterminada. Esta no era
todavia una genuina variable algebraica, en tanto que Stevin requiriera de
la homogeneidad de las cantidades implicadas. Es decir, dos cantidades
geométricas se podian sumar sélo si ambas pertenecian a la misma catego-
ria: la longitud, el drea o el volumen. Aun mds, esta cantidad indetermina-
da era un niimero, aunque fuera desconocida para nosotros.

Los conceptos algebraicos experimentaron un desarrollo muy sutil a
principios del siglo diecisiete. Esta primera concepcién de dlgebra fue
como una especie de aritmética generalizada. Otra perspectiva se presen-
t6 en el Artem Analyticem Isagoge de Viete (1591) (el Apéndice en Klein
1968 es una traduccién inglesa de la obra de Viete: Introduccion al arte
analitico). En este libro, una de las piedras angulares del nuevo pensa-
miento algebraico, leemos:

Laley suprema y eterna de las ecuaciones o proporciones, a la cual se
le llama la ley de homogeneidad porque se halla concebida con res-
pecto a las magnitudes homogéneas, es ésta: I. Solamente las mag-
nitudes homogéneas van a compararse entre si. Porque es imposible
saber cémo magnitudes heterogéneas puede ser comparadas entre si.
Y de esta manera, si una magnitud es sumada a una magnitud, es que
son homogéneas. Si una magnitud es multiplicada por una magni-
tud, el producto es heterogéneo con respecto a cada una de ellas (Viete
1591, cap. 111, p. 324).

En la obra de Viéte, el término “magnitud” fue usado en un sentido gene-
ral, no s6lo geométricamente. La magnitud que uno buscaba para resolver
una ecuacién, por ejemplo, podia ser un nimero. A este respecto, citamos

a J. Klein:

Lo que es caracteristico de esta ‘magnitud general’ es su indetermina-

cién, de la cual, como tal, un concepto se puede formar solamente den-
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tro del campo de un procedimiento simbélico... (la presentacién euclidiana)
no realiza dos cosas que constituyen la parte central del procedimiento
simbélico: no identifica al objeto representado con sus representacio-
nes, y no remplaza la determinacién real de un objeto con una posibili-
dad de hacerlo determinado, tal como se expresaria a través de un signo,
el cual en lugar de ilustrar un objeto determinado, significaria determi-
nacién posible (Klein, 1968, p. 123).

Este fue un gran paso hacia la constitucién de una matemdtica simbdlica;
sin embargo, Viéte atin requeria de la ley de homogeneidad. Ademis, el
cardcter simbélico de su trabajo fue (como en el caso de Stevin) el resulta-
do de un proceso de abstraccidn reflexiva. En cierto sentido, los conceptos
de la “nueva ciencia” se obtuvieron por medio de una reflexién sobre el
contexto total de ese concepto o, en otras palabras, a través de un proceso
que podemos llamar “abstraccion generadora de simbolos”. La obra de Viete
se puede ver como el primer trabajo de esta nueva disciplina.

En su libro Reglas para la direccion de la mente (Descartes, 1628, en
Kolak 1994), Descartes considera el problema de multiplicar el producto
ab de las magnitudes @ y & por una tercera magnitud ¢. El dice en la Regla
XVIII, que para que esto sea posible, “debemos concebir (el producto) abd
como una linea” (Descartes, p. 81).

Este divorcio de las cantidades de la restriccién geométrica de la
homogeneidad, era posible debido al simbolismo abstracto resultante.
Las cantidades involucradas en la actividad operacional fueron las abs-
tracciones de las figuras geométricas, no de las figuras mismas. La iden-
tificacién de un nimero con el simbolo usado para representarlo llevé a
una conceptualizacién de nimero como una entidad mental, ya no mds
como el arithmos griego usado para contar objetos materiales. De esta
manera, el dlgebra simbélica de Viete, que atin era aritmética y geométrica,
se tornd plenamente simbdlica en las manos de Descartes a través de la
pérdida de la dimensionalidad de los simbolos usados. Antes de Vieéte, la
actividad principal era la busqueda de una férmula (un procedimiento)
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para calcular las raices de una ecuacién con coeficientes numéricos. Esta
actividad se puede ver como una aritmética generalizada. Todas las ope-
raciones implicadas eran desempefiadas sobre los coeficientes numéri-
cos, y, eventualmente, la incégnita también llegé a estar involucrada en
las operaciones. Con el trabajo de Viéte esto cambié radicalmente. Aho-
ra, la operacion era el nuevo objeto de estudio. En términos de la episte-
mologia genética, hemos entrado a una etapa inter-objetal de desarrollo
(Piaget y Garcia 1989, pp. 142-143). Como ya hemos sefialado, el paso
hacia esta nueva etapa era posible porque un proceso de abstraccidén re-
flexiva habia tenido lugar.

Variable y variacion

El lenguaje simbélico del dlgebra permitié la construccién de modelos
en un nivel mds alto de representacién. Dentro de este campo operacio-
nal, los simbolos se podian manipular como cantidades dadas y se rela-
cionaban a través de expresiones simbdlicas. Esto fue crucial para el estudio
consciente de las funciones como modelos. La tabla de valores es un buen
ejemplo de este tipo de modelo. Quizds lo que es mds importante en este
contexto es el uso de simbolos literales como objetos, con la capacidad
de tomar valores numéricos y, de este modo, variar sobre un sustrato
numeérico.

Cuando la geometria analitica fue creada, se establecié la posibilidad
de moverse, de una representacion simbdlica (la ecuacién algebraica) a
una visual (la grafica). La interaccién entre estas dos formas de represen-
tacién condujo a la construccién de significados mds profundos para las
concepciones implicadas. Las conexiones controlaban el significado; asi,
en el encuentro entre las concepciones simbdlica/algebraica y visual/
geométrica, el nuevo espacio para hacer geometria —el plano cartesiano—
transformo el estudio geométrico de movimiento, previamente adelantado
por Oresme y los escoldsticos, quienes habian iniciado un estudio serio
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del movimiento con representaciones no-cartesianas. Sin embargo, fue la
nueva concepcién de espacio —un espacio geometrizado— la que resulté ser
crucial para el desarrollo del célculo infinitesimal.

Hagamos notar la conexién entre el desarrollo del lenguaje algebraico
y el estudio del movimiento en el contexto geométrico. En la Regla de
Merton era importante que la distancia recorrida por un cuerpo estuviera
representada como un drea. Existe un vinculo entre este hecho y la Regla
XVIII de Descartes que identificaba fodas las magnitudes con los segmen-
tos de linea. La ley de homogeneidad de Viete permanece entre estas dos
perspectivas y refleja un periodo anterior del desarrollo algebraico. La
ley de homogeneidad fue un obsticulo para el desarrollo del lenguaje
algebraico. Descartes lo superé a través de la linearizacién de las magni-
tudes. En un sentido, al colocar todas las magnitudes en la misma cate-
goria hizo posible el surgimiento de los modelos geométrico-dinidmico
en el cdlculo elemental.

Podemos resumir este desarrollo en el diagrama siguiente:

Fendémeno

Representacion del Fenémeno

Extraccién (de un contexto fisico)
de reglas operativas

Abstraccion/Generalizacion de las reglas
operativas
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El plano cartesiano complementado por el campo operacional de la
nueva algebra “sin-dimensiones”, proporciond los instrumentos represen-
tacionales necesarios que permitieron la construccién de modelos para el
estudio de la variacién.

Conclusiones finales

Las ideas matematicas que han sido estudiadas es este articulo constitu-
yen una de las piedras angulares del cdlculo, tal como se desarrollé duran-
te la segunda mitad del siglo diecisiete, principalmente por parte de Newton
y Leibniz. Esta era matemdtica, caracterizada por el estudio de la varia-
cién, se hizo posible sélo dentro de un marco de trabajo conceptual que
inclufa:

7) Un concepto unificado de nimero capaz de ocuparse de las cantidades
discretas y de las magnitudes continuas.

2) Una forma de representacién geométrica que permitia considerar a las
cantidades variables como magnitudes (geométricas) y, de esta mane-
ra, como infinitamente divisibles.

3) Un nuevo lenguaje algebraico que enfatizaba el estudio de los proce-
sos matemadticos.

4) Una organizacién local de nociones y concepciones que servia de sus-
tento al desarrollo de la actividad matematica posibilitando la emer-
gencia de nuevos conceptos y transformaciones.

Moreno, L. y Waldegg, G. (2000). “An epistemological history of number and variation”, en Victor Katz (ed.)
Using History to Teach Mathematics An International Perspective. Mathematical Association of America.

Traduccion: Juan Carlos Garcia Palmeros, DIE-Cinvestav.
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Analizando las creencias y las practicas
de una maestra de biologia en una
escuela de educacion superior de México

Resumen: Este articulo explora las creencias y practicas de una maestra de
biologia a través de tres marcos de trabajo tedricos interrelacionados: conoci-
miento comun, aprendizaje colaborativo y comunidades de prictica. Los datos
fueron obtenidos de un estudio de caso a fondo de Marfa, una maestra de
biologfa de una escuela de nivel superior publica mexicana, quien se hallaba
participando en un proyecto internacional de ciencia de cuatro afios, haciendo
uso del aprendizaje colaborativo y de la tecnologia de comunicacién e infor-
macién. Sus creencias y pricticas fueron examinadas por medio de cuestiona-
rios, de entrevistas semi-estructuradas y de observaciones de clases sin partici-
pacién oral. A través del uso del marco de trabajo de los tres componentes, los
grados de coherencia entre la prictica y las creencias que gufan la conducta
cotidiana de la maestra se hicieron patentes, asi como las dificultades en la
incorporacién de innovaciones debido a las restricciones institucionales (2005
Wiley Periodicals, Inc. ] Res Sci Teach 42: 465-491).

La investigacién durante la década pasada se ha centrado en la nece-
sidad de estudiar las creencias de los maestros para comprender sus

practicas de ensefanza, asi como en saber cémo desarrollan su pro-
pio conocimiento profesional (Calderhead, 1996; Good, 1996; Luft,
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Roehrig y Patterson, 2003; Richardson, 1996; Ritchie y Rigano, 2002). Las creencias
de los maestros acerca de la ensefianza y del proceso de aprendizaje son signifi-
cativos al determinar la naturaleza su précticas en el salén de clase y que afectan
muchos aspectos de su trabajo profesional, incluidas la planeacién de clases, la
valoracién y la evaluacién (Bryan y Atwater, 2002; Hewson y Hewson, 1988).

Las creencias son definidas como las construcciones cognitivas perso-
nales, aceptadas como ciertas por los individuos que las mantienen (Richardson,
1996), con raices episddicas que se basan en las experiencias personales
(Bryan y Atwater, 2002), mientras que las acciones o las pricticas son con-
sideradas como conocer-en-la-accién (Shén, 1983) o conducta pedagégi-
ca observable (Fishbein y Ajzen, 1975; Good, 1996). Las creencias estin
formadas por sistemas de creencia o por grupos estructurados de creencias
con algo que es mds central y mas dificil al cambio que otros (Bryan y
Atwater, 2002; Fishbein y Ajzen, 1975). Algunas pueden ser explicitas,
pero hay muchas implicitas que los maestros no pueden o no desean ex-
presar, pero todas son altamente personales y, en un contexto especifico,
sirven para filtrar e interpretar los nuevos fenémenos (Pajares, 1992).

Se piensa que las creencias y las pricticas de ensefianza tienen una rela-
cién interactiva con actitudes y creencias que transmiten fuerza a las acciones
de una persona (Bryan y Atwater, 2002; Richardson, 1996). Las perspectivas
de los maestros de la naturaleza de la ciencia (NOS, siglas en inglés) son de
interés particular para la ensefianza de la ciencia, pero son dificiles de identi-
ficar, en gran parte porque se ha encontrado que estdn constantemente cam-
biando y modificindose, de manera muy dependiente, en su contexto (Nott &
Wellington, 1996). Hay evidencia de que ciertas posiciones epistemolégicas
tienden a dirigir las estrategias de ensefianza especificas: por ejemplo, una
perspectiva positivista del conocimiento cientifico conduce a una fuerte do-
minacién verbal dentro del aula (Richardson, 1996: 107). No obstante, la re-
lacién de estas creencias con la ensefianza en el aula por un maestro no es ni
directa ni sencilla (Abd-El-Khalick, Bell y Lederman, 1997; Lederman, 1999).
También se piensa que las creencias son predicciones vilidas de practica sub-
secuente, asi como precursoras del cambio (Haney, Lumpe y Czerniak, 2002;
Jongmans, Biemans, Sleegers y de Jong, 1998; Nespor, 1987).
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Para obtener una visién mas amplia de estos dominios personales y prac-
ticos, resulta esencial incluir el medio social y cultural en el que trabajan los
maestros, los contextos institucionales, culturales e histéricos particulares (Cole
y Engestrom, 1993; Littleton, 2000) o, dicho de otra manera, adoptar una
aproximacion ecoldgica (Crook, 2000). Un contexto escolar legitimiza cierto
conocimiento y conducta (Littleton, 2000), creando la implementacién de
estrategias innovadoras o de contenido diferente, en algunos casos, lo que
viene a ser una tarea dificil o, incluso, un riesgo profesional para el maestro.
Cada dimensién de tiempo, localizacién o grupo también tendrd sus propias
caracteristicas de definicién que afectard y posiblemente hard que las eleccio-
nes de estrategias, las conductas y las actitudes de los maestros sean obligato-
rias, las cuales pueden evolucionar con el tiempo. Al seguir el trabajo de los
docentes en diferentes momentos, durante el tiempo que estin trabajando
con grupos diversos de estudiantes y en distintas situaciones, es posible desa-
rrollar una visién comparativamente holistica de sus pricticas y de sus creen-
cias pedagégicas fundamentales, mediadas por su contexto especifico.

Las investigaciones recientes sobre las creencias y las acciones de los
maestros se han concentrado, en gran medida, en los profesores que se
hallan en el proceso de formacién o de desarrollo profesional (Bryan y
Atwater, 2002; Haney ez al., 2002; Luft ez al., 2003; Yerrick, Parke y Nugent,
1997). Otra parte de la investigacién se ha centrado en la conducta coti-
diana dentro del aula y en las creencias subyacentes de los maestros (Feldman,
2002; Ritchie y Rigano, 2002; Rop, 2002; Tobin y McRobbie, 1997). Aun-
que sus metas y enfoques han variado considerablemente, todos estos tra-
bajos coincidieron en el reconocimiento de la complejidad de las interacciones
del maestro con los estudiantes, dentro de su contexto. Estos autores tam-
bién enfatizaron la importancia de considerar las creencias iniciales de los
docentes con respecto a su seleccién de las estrategias de ensefianza den-
tro del aula y la posibilidad de incorporar innovaciones o reformas.

En México, la investigaciéon de la educacién referente a la ciencia es
muy reciente, de modo que, relativamente, hay muy poca informacién de
lo que actualmente ocurre en las clases de ciencias naturales, y aun se tie-
nen menos detalles sobre las creencias y practicas especificas de los maes-
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tros de esta asignatura. En 2003, un estudio mexicano de investigacién a
nivel nacional en la educacién de las ciencias naturales, hizo una revisiéon
de la década de 1992 a 2002 (Lépez y Mota, 2003). Dentro de este perio-
do, los autores sélo hallaron 104 publicaciones cientificas, incluyendo a
ambas, nacionales y extranjeras, que cubrian todos los niveles de la educa-
cién, desde primaria hasta universidad. Estos estudios se ocupan de diver-
sas dreas, tales como las preconcepciones de los estudiantes, el cambio
conceptual, el curriculum como estructura y proceso, la evaluacidn, el and-
lisis de los libros de texto en uso, la ensefianza de la historia de la ciencia
y el andlisis del discurso, entre otros, pero ninguno focalizado, de manera
especifica, sobre los ambientes de aprendizaje de las ciencias, ya sea en las
escuelas o en los salones de clase. En términos del andlisis del discurso
con respecto a la educacién de las ciencias en México, los estudios mds
notables de la década pasada se refieren a una serie de investigaciones
realizadas por Candela entre 1991 y 2001 (citado en Lépez y Mota, 2003,
pp. 431-438). Candela ha publicado numerosos articulos sobre la ense-
fianza de la ciencia en la escuela primaria (grados 1-6), sobre la dindmica
de la interaccién social a través del andlisis del discurso de la ciencia en la
escuela. Sus resultados han destacado las caracteristicas de la construc-
cién social, del conocimiento cientifico de la escuela y de los factores
socioculturales que influyen su construccién.

Otras investigaciones recientes indican el predominio continuo del
modelo de transmisién de ensefianza —centrado en el maestro— en las cla-
ses escolares de la secundaria mexicana (grados 7-9) (Quiroz, 2000), y en
las escuelas superiores técnicas de agricultura (10-12) en uno de los esta-
dos de México (Mendoza, 2003). Flores, Lopez, Gallegos y Barojas (2000)
han iniciado en México, de manera efectiva, el estudio de las concepcio-
nes cientificas de los maestros de ciencias naturales y sus creencias con
respecto a los NOS y al aprendizaje. Ellos describen la ensefianza de la
fisica en la escuela secundaria, en general, como muy tradicional." Al ini-

! Entendemos “tradicional” como el modelo pedagégico centrado en la transmisién del
conocimiento del maestro al estudiante como un recipiente pasivo.
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cio de un programa de formacién en servicio, con un grupo de 12 maestros
de fisica a nivel secundaria, estos investigadores identificaron las concep-
ciones epistemoldgicas de los maestros como empiristas y sus concepcio-
nes de aprendizaje como conductistas.

El analisis después del curso indicé cambios hacia el positivismo légico
y posiciones cognitivistas, consideradas por los autores como etapas inter-
medias hacia el constructivismo. Sin embargo, en su estudio, ellos no acom-
pafaron a los maestros a sus salones para observar sus practicas cotidianas.

Todos estos investigadores acentuaron la necesidad de incrementar y me-
jorar las diferentes areas de investigacién en la ensefianza de las ciencias natu-
rales en México, particularmente, en relacién con las préicticas del salén de
clase (Lépez y Mota, 2003). De este modo, consideramos muy relevante con-
tribuir a la construccién de un perfil ricamente detallado de los maestros de
ciencias naturales de las escuelas secundarias mexicanas, a través de nuestro
estudio exploratorio de las creencias y pricticas de una maestra especifica.
Los resultados también se sumaran al desarrollo de una descripcién compren-
siva de diferentes ambientes de aprendizaje de las ciencias naturales en las
escuelas mexicanas. Este articulo presenta un caso de estudio profundo y
longitudinal de Maria, una maestra de biologia de una escuela superior publi-
ca mexicana. Los datos fueron obtenidos usando una gran cantidad de medi-
das cualitativas para explorar sus creencias y pricticas, una variacién de
etnometodologia contempordnea dirigida hacia el andlisis del discurso (Adler
y Adler, 1998). La premisa basica de este trabajo es que el salon de clases de
cada maestro constituye una comunidad de prictica, la cual se define
institucionalmente con metas muy especificas. El andlisis del discurso de las
interacciones del salén y de las entrevistas de la maestra estuvo basado conse-
cuentemente en el marco de trabajo teérico de las comunidades de prictica
(Wenger, 1998, 2002). Como las comunidades de préctica involucran necesa-
riamente la construccién de trabajo colaborativo, desde una base de conoci-
miento comun, el analisis del discurso también implicaba el uso de categorias
de los modelos de apoyo del conocimiento comin (Edgard y Mercer, 1987
Edgard, 1993; Crook, 2000), y del aprendizaje colaborativo (Henri y Lundgren-
Cayrol, 1998; Joiner, Thompson, Faulkner, Littleton & Miell, 2000).
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Un aspecto importante del contexto de este estudio es que la escuela su-
perior de Maria ha estado participando en un proyecto de ciencia internacio-
nal de cuatro afios: TACTICS,? iniciado en el 2000 entre estudiantes (16-18
afios de edad) en cuatro escuelas mexicanas y en dos canadienses. El proyecto
TACTICS implica el uso de aprendizaje colaborativo, tanto cara a cara dentro
de cada escuela como a través de internet entre las escuelas, con el propésito
de investigar los temas especificos de la ciencia. Los objetivos de nuestra in-
vestigacién fueron varios: a) describir las creencias expresadas por Maria con-
cernientes a la enseflanza y aprendizaje de las ciencias naturales; 4) observar y
describir sus pricticas cotidianas en el aula; ¢) comparar y contrastar los datos
para ilustrar los grados de coherencia entre sus creencias expresadas y las précticas;
d) detectar cualquier transformacién que ocurra durante el periodo del estu-
dio, con un interés particular en las transferencias posibles de las estrategias
usadas en TACTICS, tales como el aprendizaje colaborativo, una técnica que
Maria nunca habia usado antes; y finalmente, intentar la identificacién de
factores en el escenario institucional que pudieran promover o impedir el cambio
en las creencias y pricticas de una maestra (Shon, 1991).

La maestra y su contexto

Maria es una maestra de biologia en una poblacién rural agricultora, localiza-
da en un estado central de México. Al inicio del proyecto, ella tenia 45 afios
de edad, y ha ensefiado durante 18 afios en la misma escuela superior publica
(grados 10-12), la cual est4 incorporada, dentro del estado, a la universidad.’

2 TACTICS (www.cinvestav.mx/tactics) son las siglas en espafiol y francés que designan
el trabajo colaborativo y el aprendizaje en la ciencia, usando la tecnologia de la infor-
macién y de las comunicaciones. Para més detalles sobre el proyecto TACTICS, ver
Visquez-Abad, Brousseau, Waldegg, Vezina, Martinez, Paul de Verjovsky (2004).

3 Cada escuela superior en México estd incorporada a un sistema educativo superior que
determina el curriculum, incluyendo los planes de estudio especificos para cada materia,
asi como los aspectos normativos y politicos de la educacién, tales como el nombramiento
del director cada tres afios, los contratos de los maestros, el sistema de evaluacién.
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El plan oficial de estudio para biologia es determinado por la academia de
profesores de biologia, una asociacién de maestros de esta materia de todas
las escuelas superiores incorporadas, pero con una fuerte inversién por parte
de los maestros de biologia de la universidad. El contenido de este plan de
estudio es enciclopédico, compuesto por una larga lista de terminologia y
conceptos biolégicos. Los estudiantes son evaluados cada semestre por un
examen estandarizado, el cual es disefiado por la misma academia de profe-
sores de biologia. El examen consiste en preguntas de eleccién sobre una
terminologia y conceptos descontextualizados, esencialmente una reificacion
del plan de estudio, todo esto en niveles cognitivos inferiores de identifica-
cién y de comprensién bésica.

Esta escuela superior particular tiene aproximadamente mil 200 estu-
diantes en el turno matutino, de 7 am a 1 pm (también hay uno vespertino
con unos 800 alumnos), principalmente de la misma poblacién. De acuer-
do con los maestros y el director, la mayor parte de los estudiantes tienen
perfiles que pertenecen a familias de la clase media baja. El sitio es muy
agradable. Hay patios abiertos que separan las diferentes construcciones
de dos pisos de la escuela, y en cada uno hay drboles, plantas florecientes y
bancas para los estudiantes. Un gran laboratorio de cémputo con aire acon-
dicionado, con conexiones de internet, es usado todo el tiempo para ense-
fiarles a los estudiantes las habilidades basicas de la computaciéon. También
hay una pequefa biblioteca con algunos libros y largas mesas para que los
estudiantes trabajen. Ademds, hay canchas de basquetbol, una de futbol y
una cafeteria externa.

Los salones estin muy sencillamente amueblados; un escritorio so-
bre una pequefia plataforma, un pizarrén blanco y las sillas individuales
de los estudiantes, cada una con su tabla para escribir. No hay trabajos de
los alumnos ni adornos en las paredes. Como el clima es muy caliente,
cada salén tiene enladrillado abierto y un ventilador en el techo para re-
frescar el lugar; sin embargo, esto también provoca ruido en diferentes
dreas de la escuela. El laboratorio que Maria usa para sus grupos tiene
luz y es espacioso. Hay ocho bancas de laboratorio, para mis de ocho
estudiantes cada una; todas estin equipadas con agua, gas y con conexio-
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nes eléctricas. En contraste con los salones, en las paredes hay trabajos
hechos por los estudiantes, colecciones de biologia y esquemas. Hay plantas
al lado de una banca. Los laboratorios se usan de manera irregular, de-
pendiendo de cada maestro, con ejercicios que tienden a ser muy prescriptivos,
como de receta.

Maria usualmente trabaja 20 horas a la semana, dando clases de bio-
logia a grupos que van de 30 a 40 estudiantes (entre 15 y 19 afios de
edad), y también como técnica* académica en los laboratorios de la es-
cuela. Ella ademds es miembro activo de la academia de profesores de
biologia y de la unién de maestros. Cada curso de biologia consiste en
tres clases por semana de 50 minutos, durante un semestre. Muy pocos
estudiantes tienen libro de texto, por lo que los maestros tienen que pro-
porcionar la informacién de acuerdo con sus propios criterios. Los maestros
son virtualmente auténomos en sus practicas en los salones, ya que hay
poca o casi nada de supervisién que no sea la de revisar su asistencia, asi
como los planes de ensefianza muy generales que cada uno entrega al
inicio de cada semestre.

A Maria se le invité a unirse al proyecto TACTICS en 2000 y desde ese
tiempo ha trabajado con un grupo nuevo de estudiantes cada afo, princi-
palmente revisando sus progresos y supervisando su asistencia en las se-
siones de trabajo. Los autores de este articulo, investigadores en el proyecto
TACTICS, invitaron primero a Maria a colaborar en TACTICS y mds ade-
lante en este estudio especifico. En ese tiempo, Maria era una maestra en
servicio y estaba en el segundo afio de un programa de maestria en la En-
sefianza de las Ciencias Naturales (MEC),’ bajo la coordinacién del pri-
mero de los autores de este articulo. Se desarrollé una buena relacién entre
los dos durante la MEC, lo cual fue de considerable importancia para la
actual investigacién (Taylor y Bogdan, 1990). El programa de maestria
fue la primera formacién para maestros formal que tomé Maria, ya que

4Ella prepara los materiales para el trabajo de practica de otros maestros de ciencias.
> MEC significa “Maestria en Ensefianza de las Ciencias.”
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habia comenzado su carrera de ensefianza en biologia con el grado de ba-
chillerato de la universidad estatal.® Ya habia tomado, previamente, varios
cursos de diplomado ofrecidos por la universidad, principalmente centra-
dos en el conocimiento del contenido de la biologia actual. A través de
este desarrollo profesional, voluntario, no remunerado, Maria se ha mos-
trado personalmente motivada para mejorar como maestra.

Marco de trabajo teérico

Para realizar el andlisis de datos, definimos las categorias basdndonos en
el marco de trabajo teérico del conocimiento comin (Edwards y Mercer,
1987; Edwards, 1993; Crook, 2000), en el aprendizaje colaborativo (Henri
y Lundgren-Cayrol, 1998; Joiner e# al., 2000) y en las comunidades de
préctica (Wenger, 1998,2002). Los dos tltimos modelos conceptuales fueron
tomados al principio, cuando estos autores formaron la base tedrica de
TACTICS, el punto inicial y original de este estudio. Una hipétesis inicial
era que podria haber evidencia de cierta transferencia de las experiencias
de la maestra en el proyecto TACTICS a sus practicas cotidianas en el salén
de clase. Al usar este marco de trabajo teérico, nuestro propésito era iden-
tificar los niveles diferentes de la prictica cotidiana de Maria de las tres
perspectivas distintas, pero interrelacionadas, junto con la identificacién
del paso especifico en su discurso, que daba evidencia de las relaciones
entre estas practicas cotidianas y sus creencias expresadas, mediadas por
su contexto de trabajo. Las creencias mismas eran inferidas de sus res-
puestas en los cuestionarios, asi como las expresadas en las entrevistas y
en el discurso de las clases. Surge un esquema explicatorio comprensivo
cuando consideramos la interseccién de los tres ejes tedricos.

% En México, la mayor parte de los maestros de escuelas superiores sélo tienen un grado
profesional, puesto que no se les pide que tengan titulos de ensefianza.
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Conocimiento comuUn

Edwards y Mercer (1987) consideraban que la educacién era un proceso
publico con base en el desarrollo del conocimiento comin o compartido, asi
como de las perspectivas compartidas, dentro de un contexto sociocultural
particular. Crook (2000) ejemplificé cémo la comprensiéon compartida o el
conocimiento comun entre las personas, tales como la comprensién de un
programa de software particular, podia volverse un recurso para realizar una
actividad compartida, aun cuando se pudiera adquirir de manera particular
y, de esta manera, dentro de los aspectos afectivos, la colaboracién motiva-
da. Maestros y estudiantes pueden desarrollar un conocimiento comun a
través de la ensefianza tradicional, aun cuando no se discuta ni se cuestione
la aceptacién y comprensién, por parte de los estudiantes, de lo que el maes-
tro “conoce” como el producto final. En estos casos, no hay ni discusién
explicita de las metas u objetivos comunes del curriculum ni incorporacién
de las experiencias e intereses de los estudiantes (Edwards y Mercer, 1987).

El estudio del discurso en el sal6n de clase es un excelente indicador del
rol del maestro. En una situacién tradicional, el maestro se halla tipicamen-
te en el centro del didlogo, controlando casi todo el intercambio verbal, pecu-
liarmente, con el uso extensivo de las interacciones del didlogo triddico (Lemke,
1997; Resta, Cristal, Ferneding y Kennedy Puthoff, 1999; Wells, 1999). Resta
et al. (1999) sugirieron que era necesario estudiar esta estructura si es que
tiene que haber un cambio en la educacién, desde el modelo didactico a uno
mids constructivista, mientras que Lemke (1997) enfatizé su significado en
la ensefianza de las ciencias y en los procesos de aprendizaje.

Nuestro estudio no se basa en un anélisis del discurso en el sentido lin-
glista; mds bien se halla situado en el campo de la psicologia discursiva, una
observacién pragmitica de las interacciones verbales y de las reglas basicas del
discurso educacional (Edwards, 1993). Las categorias escogidas para la iden-
tificacién y andlisis del conocimiento comun, en términos de las observacio-
nes referidas, incluian participacion activa, cuestionamiento, reglas basicas
del discurso y la ensefianza del contenido, considerada cada una como un
aspecto esencial para la construccién exitosa del conocimiento comun.

72 ‘ Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg



Analizando las creencias y las précticas de una maestra de biologia en una escuela de educacion superior de México

Aprendizaje colaborativo

Henri y Lundgren-Cayrol (1998) se centraron en la dindmica cognitiva
del aprendizaje colaborativo que involucraba a tres actores o polos de
interaccién: el estudiante, el grupo y el conocimiento del experto. La
interaccién entre estos tres polos no es ni lineal ni secuencial, sino que
estin, de manera iterativa, involucradas en tres fases de desarrollo del tra-
bajo colaborativo: la exploracién (que incluye el compromiso social y cognitivo),
la elaboracién (negociacién, enriquecimiento y validacidn, que requieren
interdependencia positiva para la colaboracién) y la evaluacién (reflexién
y consolidacion del conocimiento). Una fase previa del compromiso (Reid,
1989, citado en Henri y Lundgren-Cayrol, 1989, pp. 99-100) en ambos
niveles, el social y el cognitivo, es considerada como necesaria para los
estudiantes mds jévenes, como un paso preparativo que se presume super-
fluo para los adultos. Para este estudio, sin embargo, se incluyé el com-
promiso, puesto que los estudiantes son adolescentes, con experiencias
educacionales muy tradicionales, requiriendo asi una introduccién para
las nuevas estrategias. Estas fases de desarrollo, una tecnologia mds colaborativa
(instrumento psicolégicos y técnicos [ Joiner ez al., 2000]) y un contexto o
ecologia (Crook, 2000; Littleton, 2000), fueron escogidos como las cate-
gorias para analizar el aprendizaje colaborativo.

En términos del instrumento psicolégico del lenguaje, de importan-
cia particular para este estudio de Maria, como maestra de ciencias, es el
uso que ella hace del lenguaje cientifico. Como Lemke (1997, pp. 11-12)
expresd, “hablar” de ciencia es leer, escribir y ensefiar a través del lenguaje
de la ciencia, lo que significa llevar a cabo todas las actividades cientificas
con el uso de este lenguaje, destacando explicitamente las relaciones seménticas
dentro de un tema. Esto es lo que Scott (1996) llamaba “hacer que la na-
rrativa sea mds provechosa para todos los estudiantes” (p. 332), promo-
viendo asi los significados compartidos, y que hace posible la intersubjetividad.
Lemke describia las normas formales, estilisticas del lenguaje cientifico
como verbalmente explicitas, universales, serias y explicatorias, las cuales
ayudan a continuar la mistificacién de la ciencia como abstracta, incambiable
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y s6lo accesible para los expertos. En contraste a este uso formal del len-
guaje cientifico, Lopez y Mota (2003) enfatizé la importancia del apren-
dizaje de la ciencia por parte de los estudiantes como un discurso situado,
una actividad que requiere de co-participacién y negociacién en la adap-
taciéon de sus recursos lingiisticos.

Comunidad de practica

La comunidad de préctica es una unidad compleja de analisis dentro de una
teoria constructivista sociocultural de aprendizaje situado, donde el compro-
miso en las pricticas sociales es considerado esencial para que ocurra el aprendizaje
y para la formacién de la identidad (Lave y Wenger, 1991; Littleton, 2000;
Rogoff, 1994; Wenger, 1998). Las comunidades de préctica, segin Wenger
(2002), estan formadas por un grupo de personas que se caracteriza por los
siguientes tres aspectos esenciales: 2) comparten un interés en un tema, en-
tienden lo que éstos son y estin de acuerdo en las aproximaciones comunes;
y &) forman una comunidad al interactuar entre si y construyen relaciones,
ayudindose a resolver problemas y a responder preguntas, y estableciendo
redes de comunicacién con otros equipos; el compromiso mutuo dentro de la
comunidad, el deber mutuo o la responsabilidad, la participacién y grado de
legitimidad para negociar también son descriptores bésicos; y ¢/ tienen pric-
tica en lo que comparten y desarrollan un conocimiento, intercambian infor-
macién, intuiciones, pricticas fundamentales, objetivos de aprendizaje, ensefianza
y aprendizaje y construyen herramientas y un conocimiento base, todo esto
dentro de un contexto especifico.

Metodologia

Descripciones generales del estudio

Este articulo presenta una porcién de un estudio de caso longitudinal que se
realiz6 hace mds de tres afios y medio usando métodos naturalistas cualita-
tivos, con una comparacién constante de fenémenos sociales a través de categorias
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temporales, situacionales e instrumentales (Cohen, Manion y Morrison, 2000).
Debido ala complejidad de las interacciones entre las creencias, las practicas
y el contexto, se han utilizado multiples instrumentos, incluyendo las obser-
vaciones de clase sin participacion oral, semi estructuradas, con entrevistas
profundas y cuestionarios, que podrian ser comparadas con lo que Bleicher
(1998, p. 93) llama una “mezcla” de etnografia de aula y de anélisis del dis-
curso sociolingiiistico para el estudio de la interaccién en el salén de clase.
Esta forma de etnometodologia da voz a la maestra para expresar sus creen-
cias, asi como su manera de organizar y entender su mundo como maestra de
ciencias naturales de una escuela (Taylor y Bodgan, 1990).

Recoleccion de datos y analisis
Instrumentos

Creencias
Las creencias iniciales de Maria han sido parcialmente inferidas de cuatro cues-
tionarios que se aplicaron en el primer afio, desarrollados para los maestros de
ciencias, dos sobre el constructivismo (Dass, 2001; Proyecto de investigacion 1
de Salish, 1997),”y dos sobre el NOS para identificar sus creencias epistemolégicas
como maestra de ciencias (Nott y Wellington, 1993, citados en Monk y Dillon,
1996, pp. 131-135; Proyecto de investigacién I de Salish, 1997). Ademds, se
realizaron dos entrevistas semi estructuradas a fondo, una sobre su filosofia del
aprendizaje (Proyecto de investigacion I de Salish, 1997), y otra después de una
observacién de laboratorio. Todos los datos fueron grabados y transcritos por
un auxiliar de investigacién y mds tarde revisados por los autores a través de la
comparacion de las cintas originales para su precisién.

La entrevista sobre su filosofia de la ensefianza (Proyecto de Investi-
gacion I de Salish, 1999) duré una hora y media y la segunda, después de

7 Los autores reconocen a PM. Dass y a R. Yager por haber compartido generosamente
estos instrumentos.

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg 75



Analizando las creencias y las practicas de una maestra de biologia en una escuela de educacién superior de México

la sesién de laboratorio, una hora. La entrevista sobre la filosofia de la
ensefianza fue analizada usando el Proyecto de investigacién I de Salish
que codifica el esquema, asi como por nuestras categorias de investigacién
previamente descritas. La entrevista semi estructurada, después de la ob-
servacién de laboratorio, animé a Maria a hacer explicitos sus objetivos, a
dar razones para el uso de ciertas estrategias, para evaluar la clase y sugerir
cambios si tuviera que repetir la misma clase, mejorando, de este modo, la
validez de la recoleccién de datos y més tarde las interpretaciones (Taylor
y Bogdan, 1990). Sus creencias fueron inferidas por medio de la triangulacién
de datos de estos cuestionarios y entrevistas, asi como del discurso en el
salén de clase.

Practicas de ensefianza
Las practicas de ensefianza fueron observadas por medio de tres observa-
ciones naturalistas, sin intrusos, en dos clases de biologia y una sesién de
laboratorio, cada una de 50 minutos de duracién, grabadas en video y transcritas
(Adler y Adler, 1998). Las notas de campo fueron tomadas de las observa-
ciones que no se registraron en las cintas, tales como los movimientos o
actividades en las dreas del salén de clase o en otro sitio que no se encon-
traban dentro del campo de las grabaciones. Las notas también se hicieron
con materiales usados por la maestra y los estudiantes (Cohen ez a/., 2000).
Las observaciones en el aula reportadas aqui se realizaron al inicio del
proyecto y sirvieron como un registro de las pricticas de ensefianza de
Maria en ese momento. Todas las observaciones y entrevistas se llevaron a
cabo por el primer autor, asegurando una mayor uniformidad en la reco-
leccién de datos. Los datos recolectados a través de estas multiples medi-
ciones también sirvieron para caracterizar la clase y el contexto escolar.
La recoleccién de datos fue disefiada para poner a prueba las creencias
de Maria acerca de la ensefianza de la ciencia y el aprendizaje de los estu-
diantes, las concepciones de ella del NOS y sus pricticas, como se muestra a
través de su discurso y acciones. Los datos fueron analizados con los cédigos
previamente prescritos, desarrollados de tres marcos de trabajo teéricos con
la ayuda del software Atlas-ti (Desarrollo del Soffware Cientifico, Berlin,
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1996-2000). Este software fue usado para categorizar, de manera flexible, los
datos con cédigos emergentes agregados, como algo que se cree necesario
para identificar los diferentes aspectos de manera mds precisa. Como se menciond
anteriormente, el andlisis del discurso usado aqui sigue al modelo de Edwards
(1993) de la observacion pragmaitica de interacciones verbales: la identifica-
ci6n de las reglas bésicas del discurso educacional. Los datos fueron trianguldndose
entre las observaciones, entrevistas y los cuestionarios aplicados durante el
mismo periodo. Esta comparacién constante permitié que se identificaran
los temas clave y los eventos recurrentes relacionados con las creencias ex-
presadas de la maestra y con las practicas observadas.

El hecho de que este sea un caso de estudio para un solo maestro es
una restriccién para las conclusiones que se pueden obtener, asi como para
su aplicabilidad. Aunque los escasos datos presentados constituyen una
limitacién més lejana; la continuidad, el estudio a largo plazo, proporcio-
nard mucha mds informacién. Aun cuando el método usado fuera el dlti-
mo intruso (Adler y Adler, 1998), aun hay efectos inevitables por tener a
un observador en el salén de clase, y todavia existe una inevitable predis-
posicién por parte del investigador (Luft ez a/, 2003). Estos efectos se
podrian considerar como parte de lo que Clandinin y Connelly (1998, pp.
119-137) describieron como las condiciones interactivas y temporales de
los métodos de experiencia personal, mientras que representen las expe-
riencias de campo como textos de campo y que los transformen después en
textos de investigacidn.

Sin embargo, creemos en la validez de las conclusiones que se tienen
que reforzar a través de la triangulacién de los datos recolectados con nu-
merosos instrumentos, asi como a través de las discusiones entre los dos
investigadores. Cada uno de nosotros leyé las transcripciones de manera
separada, realizando un analisis individual que compardbamos después,
antes de desarrollar uno final. Las preguntas que surgieron durante el analisis
tueron planteadas a Maria para clarificar nuestras interpretaciones. La
confiabilidad en cuanto al significado de las observaciones se incrementé
por medio del estudio longitudinal durante varios afios, observando a la
maestra con diferentes grupos de estudiantes o trabajando con distintos

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg ‘ 77



Analizando las creencias y las practicas de una maestra de biologia en una escuela de educacién superior de México

contenidos bioldgicos, algunas veces en clase otras en el laboratorio (Adler
y Adler, 1998).

Aunque los resultados presentados aqui corresponden particularmen-
te a una maestra en su propio contexto especifico, creemos que esta intro-
misién a las creencias y pricticas de una maestra de biologia de escuela
superior, mediada por las restricciones institucionales, es una contribu-
cién en el campo de investigacién de la maestra y en el disefio de la inves-
tigacién misma, aplicable a futuras investigaciones. Esto es especialmente
significativo en México debido a la escasez de informacién que se tiene en
la ensefianza de la ciencia.

Analisis
Creencias

De manera general, los cuestionarios mostraron que Marfa tiene una acti-
tud positiva hacia los principios bdsicos del constructivismo; que los estu-
diantes deben construir su propio conocimiento a través de la discusién de
ideas; que ellos deberian de tener un rol activo en los procesos de aprendi-
zaje en las clases de ciencias, aunque bajo el control del maestro; que la
ensefianza de la ciencia deberia estar relacionada con aspectos sociales y
culturales de la vida de los estudiantes.

Sin embargo, el andlisis de la entrevista sobre su filosofia de la ense-
fianza (proyecto de investigacién I de Salish), mostré una preponderancia
de las creencias centradas de la maestra, tales como el “hacer” y “explicar” de
la maestra, aunque entremezclado con posiciones mis centradas del estu-
diante, tales como facilitar la transferencia del conocimiento a la vida co-
tidiana de los estudiantes. Ella también expresé los objetivos muy centrados
del alumno cuando se le pidié que describiera sus principales metas para
la ensefianza: a) motivar a los estudiantes para que aprendan biologia; 4)
relacionarla con otras ciencias; y ¢) que deberian aprender a ser “educados”
y respetuosos. Maria mostré un interés especifico acerca de la actualiza-
cién de su conocimiento, asi como creatividad en la presentacién de éste.
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Maria describié su conceptualizacién del aprendizaje como: “[los estu-
diantes] aprenden mejor cuando ellos leen, entienden y uno les explica sus
dudas” P4: 24.% La entrevista, después de su clase de laboratorio, corroboré
esta posicién como aquella de que una persona aprende individualmente
leyendo, seguida por las explicaciones y discusién con la maestra experta
(P7:19). Este modelo tiende a legitimar la identidad y el valor de la maes-
tra dentro de la comunidad como el centro indispensable de todas las acti-
vidades de aprendizaje. Maria también enfatizé la importancia de vincular
las nuevas palabras con lo que uno ya entiende para formarse un nuevo
concepto (P4: 9), desarrollando relaciones semdnticas (Lemke, 1997),
enfatizando la importancia de que los estudiantes participen activamente
en su propio aprendizaje (P4: 27). Ella siguié diciendo que este proceso
usualmente requiere de la ayuda de una persona mds experta, una perspec-
tiva vygotskiana del aprendizaje. Ella dijo que uno ha “aprendido” algo cuando
lo puede aplicar y relacionar con otros temas o fenémenos (P4: 45).

Considerando su rol como maestra, Maria lo representé a través de la
metafora tradicional de los estudiantes como vasijas por llenarse:

Voy a tratar de sacar informacién de ellos y a la vez, pues voy a irles me-
tiendo la nueva informacién para que ellos vayan enriqueciendo, ¢verdad?

(P7:9).

Ella creia que habia evolucionado a partir de sus anteriores métodos tra-
dicionales, en parte debido a los cursos del programa de maestria:

Lo de antes fue que era yo una maestra tradicional, solamente me importa-

ba buscar informacién en un solo libro, dictirselos o contirselos yo misma
(p4, 09-18).

=)

Pl se refiere a las transcripciones de las observaciones de dos clases de biologia en
diciembre de 2000; P4: entrevista sobre la filosofia del aprendizaje en noviembre de
2001; P6: observacion de laboratorio en marzo de 2002; P7: entrevista después de la
observacién de laboratorio en marzo de 2002. El segundo nimero identifica la frase
particular o las lineas dentro del documento.
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En la misma entrevista, Maria dijo que un maestro no sélo debe cono-
cer su tema, sino también presentarlo a los estudiantes para que puedan
hacer uso del conocimiento (“aprovechar los conocimientos”) (P4: 44). Ella
expresé su confianza en que habia mejorado; que se hallaba satisfecha con
su identidad profesional, como una buena maestra que conocia su tema,
aunque no dejaba de atribuir su éxito a un largo proceso de trabajo con los
estudiantes, lo cual venia a ser una reflexién directa del contexto institucional.
Ella dijo que su temor de perder el control sobre la clase, durante el afio
pasado, habia disminuido:

Ahora me siento como un poquito mds segura cuando pongo a trabajar a
los alumnos en equipos y el querer que ellos aprendan por ellos mismos y
antes me daba mas miedo, sentia como que no podia, que no los podia con-
trolar y ahora si... (P4: 34).

Con respecto a su postura epistemolégica, Maria expres6 principalmente
sus creencias positivistas-empiricistas tradicionales, pero estaba consciente,
al mismo tiempo, de la importancia de las influencias sociales y culturales,
de los cambios en la teoria cientifica y en la opinién. Estas creencias indi-
caban una inter mezcla de posiciones positivistas con creencias mas rea-
listas y contextualizadas. Como se habia encontrado que las perspectivas
de los maestros del NOS eran cambiables y muy eclécticas (Abd-El-Khalick,
Bell y Lederman, 1999; Lederman, 1999), se reconocié a los cuestionarios
como poco fidedignos en la identificacién de la postura de ellos (Mellado,
1998). Tomando esto en cuenta, los datos aun proporcionaron un punto
de comparacién interesante con sus pricticas y, ciertamente, su posicién
reflej6 lo de muchos otros maestros de ciencias (Flores ez a/., 2000; Mella-
do, 1998).

Todas las creencias articuladas de Maria indicaban una posicién in-
termedia en su conceptualizacién del NOS, asi como entre los modelos
constructivistas y los centrados en el maestro. Consideramos que esto es
coherente con el mismo constructivismo, ya que el modelo supone una
construccién activa de los nuevos conceptos que, con el tiempo, inevita-
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blemente implican contraste e interaccion de las viejas y nuevas ideas du-
rante el desarrollo de uno nuevo. Por otro lado, podria representar una
apropiacién parcial de ciertos términos, inicamente en el nivel del discur-
so, pero no plenamente integrada dentro de su sistema de creencias sobre
la ensefianza y el aprendizaje de la ciencia, con la posibilidad de que ellos
nunca puedan volverse asi. Como Lemke (2001) sefial, un cambio con-
ceptual no es simplemente una eleccién racional, sino un proceso social
que afecta la identidad de uno en una comunidad. M4s adelante interpre-
taremos el impacto del contexto de Maria, tanto en sus creencias y practi-
cas como en esta postura sociocultural.

Practicas

Analizamos las pricticas de Maria a través de los videos de sus clases ob-
servadas, de su discurso e interacciones con sus estudiantes en las clases,
asi como a partir de sus propias descripciones durante las entrevistas. Como
las categorias que usamos en el andlisis se basaron en los tres marcos de
trabajo tedrico, anteriormente descritos, los presentamos de la misma ma-
nera. El anilisis del discurso fue usado concurrentemente para identificar
la manera de hablar de Maria en la clase, en qué forma y estilo “habla” de
ciencia con sus estudiantes.

Conocimiento comun

De acuerdo con sus propias descripciones, Maria dijo que habia cambiado
sus estrategias de ensefianza de cuando ella se convirtié en maestra por
primera vez, cuando simplemente se dedicaba a dictar notas a los estu-
diantes. Durante el tiempo de las observaciones, Maria usaba las pregun-
tas como una estrategia bdsica de ensefianza, tanto orales como escritas.
Algunas veces los estudiantes respondian individualmente o en grupos,
usualmente basindose en las fotocopias que ella les daba, ya que los alum-
nos no tenian libros de texto. Esta estrategia era 1til para una amplia va-
riedad de propésitos, uno de ellos era centrar la atencién de la clase o de
algin alumno distraido. Ella también la usaba para establecer los limites de
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conocimiento comun, tales como recordar a los estudiantes el tema visto
en la clase anterior para vincularlo con la que estaban viendo en ese mo-
mento o para establecer las bases del vocabulario requerido. Normalmen-
te, Maria utilizaba técnicas de didlogo triddico (Lemke, 1997), comtinmente
conocidas como IRF (Inicio del maestro o Preguntas, Respuesta del estu-
diante, Retroalimentacién del maestro o Comprensién) como estrategias
a seguir y desarrollar las respuestas de los estudiantes con el fin de dirigir
sus pensamientos. E] IRF es una de las estrategias mds cominmente halla-
das en la ensefianza de la ciencia, la que favorece la fuerza del maestro
mientras ella tenga un cerrado control todo el tiempo (Lemke, 1997). To-
mamos un ejemplo de su laboratorio sobre los nutrientes en el alimento:’

M: A ver. ;Qué contiene la naranja?

A: Carbohidratos.

M: Carbohidratos. ¢Por qué carbohidratos? ;Cémo saben que tiene
carbohidratos?

A: Porque da energia.

M: Porque da energia. Y ;qué mads?

En esta parte, ella estaba tratando de hacer que los estudiantes hicieran
hipétesis sobre los contenidos nutrientes de una naranja, con el propésito
de que aprendieran a apoyar sus respuestas. También se exploré el conoci-
miento y el razonamiento de los alumnos de manera oral. Este ejemplo era
coherente con su concepto de aprendizaje, aquel que dice que no se debe
dar a los estudiantes todas las respuestas, ya que ellos tienen que “cons-
truir” su propio conocimiento.

Sus técnicas para hacer preguntas eran bastante uniformes y exitosas
puesto que promovian una participacién considerable del estudiante, aun-
que de una manera muy controlada. Esto siempre le ayudaba a mantener
su rol de experta. La mayor parte de las preguntas eran cerradas; pedia el

’ M se refiere a Maria y A al estudiante (alumno) y As cuando mis de un estudiante
responden juntos.
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contenido especifico, como las definiciones de ésmosis o de difusién, aunque
algunas eran mds abiertas y de nivel cognitivo mds alto, como “;Por qué
son diferentes el transporte pasivo y el transporte activo?” (Pl : 136-137).
Las elecciones de Maria de proporcionar a los estudiantes material de lec-
tura, seguido de preguntas que se tenian que contestar, eran completa-
mente coherentes con su contextualizacién del aprendizaje, tanto para ella
misma como para los estudiantes. Ella también mostré interés acerca de la
eleccién de los materiales mds actualizados, aun cuando esto significara
que los tendria que pagar.

Maria construia el conocimiento en los estudiantes ampliamente al
hacer volver el conocimiento comun con frases como “recuerden que...”
Ella estaba muy consciente de que era necesario reafirmar sus conocimientos
anteriores. Esto lo mencioné en la entrevista después de la sesién de labo-
ratorio sobre la nutricién:

Si, o sea, si se notan deficiencias en cuanto al entender lo de la composicién
quimica de los nutrientes, como que se les olvida, ¢verdad? Entonces hay

que estar reafirmédndoles cada vez.

En este caso, ella habia estado trabajando en los grupos sobre los nutrientes,
y aprovechd varias discusiones con los estudiantes en el laboratorio para
revisar su conocimiento supuesto acerca de sus estructuras quimicas, tales
como los carbohidratos que contienen carbén, hidrégeno y oxigeno.

También utilizé las estrategias del IRF para hacer explicitos los resi-
menes, como cuando discutia con los estudiantes el movimiento de las
moléculas en el transporte pasivo y en diversas ocasiones para contar con
una relacién habilidosa de los conceptos, como en la discusién sobre la
difusién:

M: ¢Por qué (habria una difusién mds ripida en agua caliente)?
A: Por la energia.
M: Por la energia, pero ¢qué tiene que ver la energia? ;De que estd hecha el

agua?
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A: De moléculas.

M: de moléculas sverdad?, ;de qué? De H20 ¢verdad? Y ;qué pasa si ustedes
hierven el agua?

As: Se evapora.

M: ¢Por qué se evapora?

Maria habia pasado gran parte de la clase explicando los mecanismos de la
difusién, usando varios ejemplos de oxigeno, diéxido de carbén y agua.
Esta parte fue hacia el final de la clase, después de demostrar la difusién
con gotas de azul de metileno en agua. Su linea de preguntas era coheren-
te con sus creencias de que la ensefianza de la ciencia requiere de la interrelacién
de conceptos, en este caso, de temas fisico-quimicos que afectan los me-
canismos biolégicos.

Las observaciones en el aula mostraron que la participacién se limita-
ba a s6lo una parte de la clase, con un nimero variante de estudiantes
distraidos o marginalizados, un asunto que le interesaba mucho. Ella ha-
bia intentado incorporarlos a las actividades de las clases a través de rega-
fios, de tareas especiales y de estimulos. No fue ficil, el tiempo pasaba y
ella debia guiar a los estudiantes a un tipo de trabajo mds activo, puesto
que habian sido instruidos por maestros que sélo les dictaban. Este era un
ejemplo claro de la lucha contra las estrategias prevalecientes en el aula
dentro de su contexto escolar:

[...] el semestre pasado, les dio otro maestro y estaban acostumbrados a que
les dictaran [...] Primero los vi como extrafiados con la forma como les he
estado ensefiando, a aprender, eh! (P7: 13, 187-203).

Lareaccién de la sorpresa de los estudiantes es un ejemplo de lo que Bleicher
(1998, pp. 92-93) llamaba una “ruina de marco”. El se referia a los distin-
tos marcos de referencia de maestros y alumnos que podian ver sus dife-
rentes expectativas en una clase. Era evidente que el marco de referencia
de los estudiantes era el de el maestro tradicional que dicta, por lo que las
clases de Maria resultaban ser una causa de conflicto con cada nuevo grupo.
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A pesar de esta reaccién inicial y de resistencia por parte de sus estudian-
tes, Maria tuvo suficiente confianza en sus estrategias para seguir usdndo-
las, reportando después de que por lo menos algunos estudiantes
definitivamente habian manifestado preferir su manera de ensefianza mas
activa y que sentian que aprendian mds (P7: 201-203). Otros estudiantes
habian reportado que en una clase de dictado tradicional, ellos sélo espe-
raban a que la clase terminara, ya que todo lo que hacian era escribir. Ella
consideraba que esta respuesta le daba validez a sus propias estrategias de
enseflanza (P7: 64).

En todas las clases observadas se pudo ver que la participacién estaba
muy dirigida, ya que era la maestra quien elegia el contenido y las activi-
dades para la clase y el laboratorio, asi como en la forma en que estas dos
materias se llevarian a cabo sin que los estudiantes pudieran intervenir
virtualmente. Varias tareas en casa para el trabajo de laboratorio contaban
con el potencial de promover un nivel de participacién mds significativo,
pero en la forma en que se daban los métodos, cada ejercicio se convertia
mis en uno de ritual que de proceso, como el de disefiar un experimento
para mostrar la 6smosis (P1). En una clase, aplicé una demostracién de
difusién, estableciendo asi una atencién compartida, por medio de estra-
tegias especificas, con el fin de atraer a los estudiantes mis distraidos:

Aqui le vamos a agregar —Fijense eh!- Fijense en el agua cémo se ve y le

vamos a agregar —Loma el tiempo, Javier— unas gotas de azul de metileno.

Javier, el estudiante al que Maria se referia, habia estado hablando con sus
amigos y no habia oido la pregunta, por lo que trataba de integrarlo a la
actividad como una manera de control, pero también para que él compar-
tiera el significado de la demostracién.

Maria tenia intenciones definitivas de facilitar la transferencia del
conocimiento, del salén de clase a la vida cotidiana de sus estudiantes,
para que el aprendizaje de ellos mejorara su nutricién a partir de un sim-
ple ejercicio en el laboratorio (P6), donde supuestamente identificaron
algunos componentes nutricionales en algunos alimentos. Ella conside-
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raba que la transferencia del conocimiento era uno de sus objetivos ge-
nerales dentro de la ensefianza y mostraba su intencién por construir el
conocimiento previo de los estudiantes, tal como lo expresé en la entre-
vista después de laboratorio:

[Mis objetivos en esta clase fueron] en primer lugar, saber si los alumnos
saben qué contienen los alimentos, y los otros objetivos son que, pues, que
ellos aprendan,...ya sea prictica o tedrica,...pues el objetivo es que mejo-
ren su comida diaria jverdad? (P7: 6).

Sus objetivos aqui eran muy claros y especificos, aunque posiblemente no
igualados con la simplicidad del ejercicio. Ella mostré interés para que sus
alumnos mejoraran su ingestién nutricional, una transferencia deseada de
conocimiento biolégico “tedrico” a sus propias vidas. Estas creencias fue-
ron indudablemente la fuerza conductora en su eleccién de un nuevo libro
que acababa de adquirir y de este ejercicio particular de laboratorio, y a
través del cual crefa que podria alcanzar su meta total.

Normalmente, Maria pasaba una parte considerable de la clase prepa-
rando el vocabulario cientifico bésico, necesario para comprender el tema
bajo estudio, como en su primera clase sobre nutricién que describié en la
entrevista después de laboratorio:

Ya hablamos sobre definir el concepto de qué es nutricidn, qué es un proce-
so del uso de nutrientes y que ahi va lo que es lo de la digestién, la absorcién

y la defecacion, son los pasos, los procesos de los nutrientes.

Aunque ella dijo “ya hablamos,” es poco probable que los estudiantes die-
ran més de una o dos respuestas. Como se ha visto en los ejemplos presen-
tados aqui, eso representa escasamente una oportunidad para usar el lenguaje
cientifico que ellos tenfan que aprender. Sin embargo, con esta descrip-
cién, Maria mostré que fue més alld de las definiciones inmediatas, y que
traté de desarrollar una perspectiva mas global sobre la nutricién con el
fin de mostrar a los estudiantes los diferentes procesos que se hallan im-
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plicados. Ella intenté contextualizar el tépico dentro de los procesos de la
digestidn, algo con lo que los estudiantes estin familiarizados. Las estra-
tegias mds ritualistas que Maria usd, en el sentido de centrarse en las de-
finiciones biolégicas y en el vocabulario bésico, eran sin duda fuertemente
influidas por el contexto institucional, por el plan de estudios oficiales y
por los exdmenes semestrales.

Sin embargo, en muchos momentos durante las clases observadas era
evidente que ella también intentara promover una mejor comprensién de
las interrelaciones de los conceptos importantes y de desarrollar relacio-
nes seminticas (Lemke, 1997). Con frecuencia haria esto al resumir los
conceptos sobre el pizarrén con tablas o diagramas, repitiendo frases,
refraseando explicaciones, pidiendo definiciones, usando multiples ejem-
plos e imprimiendo énfasis sobre la importancia de aprender el lenguaje
simbélico. Uno de sus objetivos de ensefianza manifestados era que ellos
aprendieran y que no memorizaran para pasar el examen aunque, como se
mencioné anteriormente, la importancia de los eximenes de opcién mul-
tiple estandarizados, aplicados en cada semestre, también eran muy evi-
dentes en su agenda de ensefianza.

El anilisis destacé las reglas basicas del discurso en el aula como im-
plicito, con los estudiantes buscando las “reglas” en lugar de explorar las
diferentes facetas del conocimiento en discusién (Edwards y Mercer, 1987).
Maria siempre mantuvo un firme control sobre las discusiones a través del
uso extenso de sesiones de preguntas que, con frecuencia, se podian consi-
derar como “juegos de adivinanzas”, haciendo que los estudiantes se con-
centraran para tratar de hacer, decir o descubrir las respuestas “correctas” a
través del sistema de prueba y error. Esto era, de manera esencial, un pro-
ceso “ritualista” mds que una discusién de los conceptos. Los estudiantes
habian aprendido sus reglas bdsicas, como si hubiera una pausa o una pre-
gunta repetida como en el ejemplo que a continuacién se da, en donde la
respuesta proporcionada era incorrecta y ellos tenian que intentar otra:

M: ;El agua tiene energia?
A: No.

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg 87



Analizando las creencias y las practicas de una maestra de biologia en una escuela de educacién superior de México

M: :Nos proporciona calorias?
A: Si;no?

M: ;Si?

A: No.

M: No.

En este ejemplo, ligeramente mds complejo, que se desarrollé durante la
sesion de laboratorio sobre los nutrientes alimenticios, el estudiante res-
pondié la pregunta inicial de manera correcta. Sin embargo, para confir-
mar su comprensién, Maria repitié la pregunta en términos un tanto diferentes,
lo que hizo que el estudiante, con cierta inseguridad, cambiara su respues-
ta a s7. Ella entonces pregunté usando la misma palabra de la respuesta
“¢Si?” Con esto, él parecié recibir el mensaje de que la respuesta correcta
era no, que la maestra repitié entonces para confirmar. A través de la téc-
nica IRF sobre el control del discurso, ella estaba juzgando la validez del
conocimiento del estudiante. Esto también demostré la creencia de Maria
de que ella debe “conducir” las respuestas de los estudiantes a través de
preguntas en lugar de decirselas directamente. Esto era consistente con su
idea de que era un error dar las respuestas a los estudiantes, ya que fécil-
mente olvidan lo que se les dice.

Una discusién interesante se dio con una segunda estudiante quien
insistia en que el agua le daba energfa. Ella respondia que el agua tiene
calorias porque si le da sed la bebe, que eso es un “hidrato” de agua. Maria
no entendia y le pidié que aclarara el asunto, pero la chica insistia que si
ella estaba deshidratada, el agua le daba energfa. Ella incluso respondié
correctamente la pregunta de Maria de que los hidratos de los que ella
estaba hablando eran “carbén hidratos,” o “carbohidratos,” pero Maria si-
guié preguntando acerca de la composicién quimica de los carbohidratos.
Luego intent6 hacer que la misma alumna se diera cuenta de que si el
agua no tiene carbén, no puede tener carbohidratos, pero en ese momento
la clase termind y la discusién se quedé ahi. Este es un ejemplo claro de la
relacién semdantica diferente que la estudiante ha construido, y del proble-
ma de comunicacién con la maestra, el cual es “cientifico” (Lemke, 1997).
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En sus clases, ella centraba la atencién de los estudiantes a través de
preguntas sobre lo que consideraba los mayores conceptos cientificos, mientras
que ellos le hacian preguntas, casi exclusivamente para aclaraciones o per-
misos, lo que reflejaba el desequilibrio de poder y autoridad en la clase.
Gradualmente, la maestra y los estudiantes construian un repertorio co-
mun a pesar de esto, pero era probable que el conocimiento comun fuera
muy superficial, con muchos malentendidos sin atender. Las précticas globales
no aseguraban necesariamente el establecimiento del conocimiento co-
mun efectivo que permitiria la transferencia de la competencia y autono-
mia a los estudiantes, descrita por Edwards y Mercer (1987). Las interacciones
estudiantiles que se produjeron estaban en gran parte relacionadas para
descubrir las reglas conversacionales implicitas, en lugar de desarrollar la
competencia comunicativa del lenguaje cientifico que se estaba ensefian-

do (Bleicher, 1998; Lemke, 1997).

Aprendizaje colaborativo

Hubo muchos ejemplos en los que Maria estaba promoviendo el com-
promiso de los estudiantes hacia la clase en el nivel social, intentando
desarrollar un clima apropiado, llamando su atencién al decir que ella ha-
ria las preguntas, permitiéndoles trabajar en equipos, lo cual disfrutaban
mucho. Ella decia que también los motivaba al darles diferentes activida-
des, asi como ofreciéndoles ayuda a aquellos que la necesitaran. Una de las
cosas de mayor interés para ella era la necesidad y el deseo de estimular la
motivacion: (“mi reto es con todos y mds con los que no quieren trabajar”)
(P7:22). Ella intentaba comprometerlos en el trabajo:

[...] regafidndolos, llamdndoles la atencién, hablindoles directamente o
generalmente yo les reviso todos sus trabajos y les digo que al final esto les
va a servir para su evaluacién y eso me da resultado porque trabajan y al

final si les tomo en cuenta todo su esfuerzo que realizaron.

Estas estrategias que Maria usaba para la motivacién parecian confirmarle
la creencia de que la razén de que algunos estudiantes no trabajaran era
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debido a las malas experiencias previas de la escuela, y que si uno les pone
atencién, ellos responderdn. También era coherente con su creencia de que
todos los estudiantes pueden aprender si hacen el esfuerzo, y atin tenia
otro ejemplo que hablaba de la importancia institucionalmente sanciona-
da que se les da a los grados, en donde vale la pena hacerlo si eso ayuda en
el promedio final.

Maria dedicé una gran parte de tiempo y de energia en comprometer
a los estudiantes, socialmente, en diversas actividades, en crear una sensa-
cién de pertenecer a un sitio, de cohesién y de produccién en el grupo.
Ella realizé esto a través de muchas de las estrategias ya descritas y de
diversos estilos de hacer preguntas y de discutir los temas con los estu-
diantes, con el trabajo en equipos en donde ellos tenian que investigar
diferentes temas, mds que copiar respuestas de un texto como usualmente
lo hacian para responder preguntas. En sus clases regulares, Maria estaba
interesada en que sus estudiantes aprendieran biologia, pero también que
aprendieran a aprender; sin embargo, habia poca comunicacién explicita
de estas metas con sus estudiantes.

Maria casi controlaba exclusivamente la exploracién de cualquier tema,
de la presentacién de materiales a las estrategias cognitivas para la infor-
macién sobre investigacién, a las instrucciones especificas para las activi-
dades. Ella regularmente hacia un esfuerzo para vincular las ideas y los
conceptos durante sus clases, como se puede ver en su respuesta cuando se
le pregunté cémo se habia decidido a moverse de un tema a otro:

[...] cuando hay alguna relacién, por ejemplo si yo les voy a hablar de la

membrana, yo me puedo meter con los conceptos de la nutricidén.

Su respuesta destacé la importancia de que Maria se puso a relacionar los
diferentes temas biolégicos en lugar de ensefiar simplemente la estructura
de la membrana celular. Esto era consistente con sus perspectivas mas
contextualizadas sobre el NOS, asi como con sus creencias constructivistas
sobre la ensefianza de la ciencia, donde los estudiantes deberian desarro-
llar conceptos interrelacionados.
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Las estrategias elegidas de Maria también enfatizaban el aprendizaje
intencional, al menos en un nivel implicito, que los estudiantes compren-
den, y la importancia del conocimiento en el sentido de tratar de relacio-
nar los conceptos a sus vidas cotidianas, tales como vincular la difusién
con la respiracién o con la energia molecular o el contenido de nutrientes
en los alimentos con dietas adecuadamente balanceadas de acuerdo con
los requerimientos de energia. Esto era completamente coherente con sus
creencias de aprendizaje expresadas. Era notable que aun con este nivel
del control de la maestra en la fase de exploracién, sus esfuerzos para ha-
cer a los estudiantes participantes mds activos en su aprendizaje estuvie-
ran en fuerte contraste con el nicho cultural en el que ella trabajaba, donde
hay muchos maestros que principalmente dictan, sosteniendo la cultura
tradicional “estindar” del aprendizaje con estudiantes pasivos (P7).

Hubo poca evidencia sobre el trabajo colaborativo del estudiante que
implica el aspecto critico de la interdependencia positiva, ya que las
interacciones eran esencialmente entre Maria y los estudiantes. Ella si apoyaba
y motivaba la elaboracién del conocimiento, pero esto estaba estrecha-
mente controlado por ella, como ya se dijo, muy en linea con su concepto
constructivista del aprendizaje del estudiante, donde él:

[...] él mismo estd poniéndose en contacto con el material de estudio, él es
que hace las cosas, €l es el que elabora sus preguntas, ...y yo simplemente, ya
nada mis les voy dando ideas, ¢verdad?...cuando veo que estin muy simples

yo les ayudo a complementarlas.

A pesar del hecho de que aqui el rol descrito de Maria era mucho miés
como facilitador, habia poca o ninguna negociacién de grupo observado, y
la validacién de ideas y soluciones correspondia principalmente a su co-
nocimiento o al del texto, no al de los estudiantes, enfatizando asi su po-
sicién tradicional como fuente del conocimiento experto. Una excepcién
parcial a esto era cuando ella ponia notas en el pizarrén usando o modifi-
cando las respuestas del estudiante a las preguntas de ella, validando de
esta manera el conocimiento de los estudiantes hasta cierto grado. Por
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otro lado, su concepto expresado del conocimiento, asi como la habilidad
de aplicarlo a otras situaciones y a relacionar ideas, estaba muy en linea
con el constructivismo (Henri y Lundgre-Cayrol, 1998). De este modo,
habia una incongruencia entre sus creencias manifestadas y sus practicas
totales. Sin embargo, estas pricticas se hallaban completamente en armo-
nia con la definicién del aprendizaje colaborativo que Maria les daba en
un cuestionario, el cual trataba sobre la implementacién del aprendizaje
colaborativo en el que los estudiantes trabajaban en equipos bajo su con-
trol y evaluacién. Aunque su definicidn estaba lejos del modelo usado en
este andlisis, se podia considerar mds cercano a aquel que es mucho mds
general de Rogoff (1998), en donde ella simplemente describia el apren-
dizaje colaborativo como “cuando el esfuerzo y sus procesos de pensamiento
se manifiestan, al menos parcialmente, en comun” (p. 263).

La evaluacién de Maria en la clase era casi exclusivamente sobre una
base individual valorando, de manera intuitiva, la comprensién a través de
preguntas, tanto en forma oral como escritas. Este es el reflejo comin de
la ideologia dominante en las escuelas, en donde el aprendizaje es un pro-
ceso individual (Lemke, 1997). A través de las preguntas continuas y de su
interaccién con los estudiantes, Maria fomentaba cierta cantidad de re-
flexién y retroalimentaba el contenido para mejorar la comprensién, tra-
tando de consolidar el conocimiento a través de la revisién y el enlace de
conceptos y estableciendo asi una base de conocimiento comun. El trabajo
de laboratorio era calificado de manera colectiva y muy sumariamente,
con ninguna valoracién formal de los procesos o de auto evaluacién por
los estudiantes, virtualmente.

No obstante, la evaluacién institucionalmente relevante era, sin lu-
gar a dudas, el examen semestral estandarizado, acontecimiento abierta-
mente reconocido por Maria, por los estudiantes y por la institucidn.
Maria pensaba que los estudiantes valoraban sus eximenes de grado mds
que otra cosa:

A veces siento que lo que ellos valoran mids es su calificacion y su asistencia

y ya en tercer lugar, el aprendizaje.
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La asistencia era importante ya que el reglamento normativo especificaba
que ningln estudiante podia a faltar mas de 20% de sus clases para pasar una
materia. No sélo se categorizaba a los estudiantes por los resultados de sus
exdmenes, sino que también a los maestros; se les comparaba con otros maes-
tros de biologia de la misma escuela o de otras afiliadas al sistema.

Al considerar la tecnologia comparativa, de la que hablamos en la en-
trevista al inicio de TACTICS, Maria expresé una opinién muy positiva del
uso de la computadora y de internet, como herramientas para promover el
aprendizaje colaborativo como un fuerte factor de motivacién para los es-
tudiantes. Sin embargo, no hubo evidencias de que ella realizara ninguna
valoracién de su trabajo colaborativo, o que hiciera uso de las experiencias
TACTICS de los estudiantes en sus clases. Ella misma se mantenia muy al
margen del uso de las computadoras en el proyecto y no era posible usarlas
en sus clases.

El principal instrumento colaborativo técnico que empleaba era el pi-
zarrén blanco, escribiendo y dibujando en €1, regularmente, para centrar la
atencién de los estudiantes cuando tenia que desarrollar un concepto. El
uso de las fotocopias para los estudiantes era algo muy comun. Por lo ge-
neral, los alumnos leian las fotocopias individualmente y respondian las
preguntas que Maria les dictaba. Con frecuencia, habia una colaboracién
general en el desarrollo de notas sobre el pizarrén basadas en las lecturas.
Esto podria ser un paso inicial hacia el conocimiento comin, colaborativamente
constructivo. De vez en cuando, ella le pedia a los estudiantes que escri-
bieran las respuestas en el pizarrén; se trataba de una actividad muy diri-
gida con cada uno de ellos, aunque podia hacerlo con toda la clase cuando
las respuestas eran incompletas, lo cual también significaba una valida-
cién parcial del conocimiento de ellos.

Habiamos asumido que el laboratorio seria el sitio 16gico, en una cla-
se de ciencia, para observar el uso de instrumentos colaborativos. En la
sesién reportada aqui, la estrategia era considerablemente mds abierta de
lo que se veia en el trabajo prictico, comunmente descriptivo, dejando a
los estudiantes que hicieran “hipdtesis” como en el contenido nutriente de
los alimentos. Las tareas habian sido puestas por Maria y los estudiantes
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parecian estar mds interesados en cumplir los requerimientos bdsicos, como
el de cudntos alimentos deberian incluir en su tabla nutricional, mis que
hacer una investigacién a fondo. Maria promovié esto bastante bien y re-
vis6 el nimero de alimentos mds que la calidad de las respuestas. En ge-
neral, hubo pocas evidencias de colaboracién y, en el mejor de los casos,
hubo una divisién del trabajo entre los estudiantes.

Otra actividad potencialmente colaborativa fue el caso de la demos-
tracién de difusiéon de Maria en el salén de clase, como se mencioné ante-
riormente, donde a los estudiantes les correspondia observar y explicar los
resultados. Aun cuando la maestra usé una presentacién frontal para pro-
mover la produccién de conocimiento compartido, terminé con algunas
preguntas. Con esto, estimula una elaboracién lejana del concepto de di-
fusién; promueve niveles cognitivos mds altos de discusién, tales como la
relacién de la difusién y del transporte pasivo, y trata de enfatizar la dife-
rencia entre los mecanismos y resultados del transporte (Pl: 47). En este
ultimo ejemplo, las indicaciones de contextualizacién usadas por Maria
fueron el cambio en el tono de su voz, asi como la repeticién de frases
usando un acento pausado, fuerte, en las palabras clave (Bleicher, 1998).
En todos estos casos, la organizacién y la coordinacién estuvieron bajo el
control de la maestra, con la excepcién de los detalles sociales y de proce-
dimiento menor en el trabajo de laboratorio.

El andlisis de los instrumentos colaborativos psicolégicos fue un asunto
sutil, mucho mds complejo, particularmente con respecto al lenguaje, el me-
diador social o recurso semantico usado para relacionar y comparar los sig-
nificados, como los descritos por Lemke (1997, p. 12). Como lo expresamos
anteriormente, Maria emple6 numerosas estrategias diddcticas para promo-
ver la interaccién de los estudiantes en su clase, principalmente a través de
preguntas y de un didlogo triddico (Wells, 2000). Los documentos analiza-
dos aqui también ejemplificaron lo que Edwards (1993) llama “cl habla y el
texto”, ilustrando el estatus intersubjetivo de cada uno de los participantes
en las pricticas situadas. Maria puso una gran importancia en la discusién
verbal de los temas, como base para que los estudiantes desarrollaran su
propio entendimiento. De manera inversa, las observaciones indicaron que
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ellos daban una mayor validacién o estatus al texto escrito de la maestra que
a su expresion oral, a tal punto de que su habla era con frecuencia ignorada
por muchos, pero todos ellos registraban sus notas. Esto destacé intensa-
mente su rol experto reconocido como la administradora del conocimiento
legitimizado, pero sélo cuando lo presentaba como un dictado o formal-
mente escrito. La falta de discusiones profundas, de negociaciones de signi-
ticado y de oportunidades por parte del estudiante para usar simplemente el
lenguaje biolégico que ellos tienen que desarrollar, limité severamente la
intersubjetividad que podria haberse desarrollado (Joiner et al., 2000; Rogoff,
1998; Wells, 2000). Una vez mis, el contexto institucional era visible, don-
de el plan de estudios y el conocimiento verbal, ya sea del maestro o en un
texto, eran el conocimiento legitimizado.

Normalmente, el clima en el salén de clase reflejaba una relacién muy
relajada entre Maria y sus estudiantes. Algunas veces tomaba asistencia
mientras los estudiantes iban y venian en diferentes momentos. Habia una
tolerancia general con respecto al ruido y al movimiento durante los pe-
riodos de clase entre maestros y alumnos, tanto dentro como fuera de los
salones, una sefial de que éstos se aceptaban dentro de la cultura escolar.
Pero si la interaccién social sobrepasaba ciertos limites, algunos estudian-
tes también tomaban parte activa callando o reprendiendo a sus compaie-
ros (P1), indicando con esto que compartian implicitamente el objetivo de
mantener un ambiente de aprendizaje adecuado. Tanto el espacio del aula
como su mobiliario debian facilitar el trabajo del grupo, aunque no se ob-
servara tanto una colaboracién intencional. Los estudiantes tenian la li-
bertad de elegir sus lugares. Por lo general, los méds atentos a la clase se
sentaban en el frente y los demds se dispersaban alrededor del salén de
clase. Parecia que de esta manera se formaban los grupos sociales. A aque-
llos que ponian muy poca atencién a lo que estaba sucediendo en la clase,
la maestra se les acercaba, les revisaba sus cuadernos y les hacia preguntas.
Maria casi siempre estaba al frente de su escritorio y del pizarrén. Alli se
quedaba mientras dirigia una discusién, pero también se movia por todo
el salén para observar el trabajo y para hacer o responder preguntas, tanto
en el laboratorio como en el aula.
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Comunidad de practica

Como la premisa de este trabajo es que el salén de clase es una comunidad
de aprendizaje, o una comunidad de prictica, el propésito del andlisis era
ver cé6mo y cudndo cada uno de los tres aspectos, definidos por Wenger
(2002) se manifestaban en las interacciones del aula.

INTERESES COMPARTIDOS. El desarrollo de los intereses compartidos es
dependiente de una construccién efectiva del conocimiento comun y del
desarrollo de las habilidades de aprendizaje colaborativo. La discusion anterior
ha presentado los logros y las limitaciones de cada una de las clases de
Maria. Sélo hubo un ejemplo claro de una experiencia verdadera de cola-
boracién, que fue cuando ella describié cémo habia puesto a los estudian-
tes a escribir preguntas en equipo para hacer una revisién de un tema. En
este ejercicio tenian que responder las preguntas de otros equipos y hacer
correcciones de los demds equipos y del suyo propio (P7: 229-272). Este
fue un caso interesante de transferencia de una estrategia del segundo afio
de TACTICS al salén de clase, pero sin una intencién consciente, como
Maria describié esta actividad, sino como algo que se le “ocurrié”, “una
inspiracién”. Este también fue el inico caso de un desarrollo activo de
interdependencia positiva y de compromiso, paralelo al entusiasmo de los
estudiantes, un factor adicional que Wenger (2002) mencioné cuando describié
una comunidad de préictica. Ademds, esta actividad les dio a los estudian-
tes la posibilidad de establecer una comunicacién verbal entre sus pares,
con frecuencia no observada en otras clases y que les permite practicar su
nuevo lenguaje cientifico (Lemke, 1997; Wells, 2000). También fue uno
de los pocos ejemplos en el que los estudiantes supuestamente habrian
practicado la escritura usando el lenguaje cientifico, al menos en un nivel
mis creativo que en el tener que copiar las respuestas de un texto, como
regularmente lo hacian para responder preguntas. Ademads, Maria hizo co-
mentarios sobre el aspecto positivo del trabajo en equipos, en términos de
ejercer una presién par a par entre los estudiantes: todos deben trabajar ya
que sblo reciben una calificacién por grupo (P7: 48); esto fomenté una
mayor participacién y una responsabilidad compartida.
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Era evidente que en las clases de Maria existia un acuerdo implicito
de una aproximacién comun hacia el trabajo; que los estudiantes habian
aceptado su estrategia de hacer que buscaran las respuestas correspondientes
a las preguntas, mds que conformarse con el dictado de notas, tal como lo
hacian muchos otros maestros en la escuela. También hubo una acepta-
cién casual y compartida sobre la pldtica y movimiento de los estudiantes
durante la clase, aunque virtualmente todos volvian a poner atencién cuando
habia que copiar algunas notas. El objetivo implicito de la toma de notas
era claro: estas preguntas cubrian el conocimiento “legitimo” que los estu-
diantes tenian para aprender y asi obtener buenas marcas en sus eximenes
semestrales.

En el transcurso de las clases, Maria estaba constantemente reforzan-
do la responsabilidad individual de los estudiantes en el desarrollo de sus
trabajos, pasedndose por la clase para ver que todo estuviera bien, y des-
pués les pedia a diferentes alumnos sus respuestas o comentarios sobre las
respuestas de otros compaferos, incrementando asi una participacién ac-
tiva en su propio aprendizaje. Su rol como administradora experta del co-
nocimiento legitimizado era evidente, incluso en el proceso de que los
estudiantes buscaran informacién bdsica en los textos que ella escogia.
Todas estas estrategias ilustraron bastante su estrecho control sobre todos
los aspectos de la clase, asi como la coherencia global de sus pricticas con
sus creencias sobre el aprendizaje.

RELACIONES DE FUNCIONAMIENTO INTERNO Y DE CONSTRUCCION. Las
clases de Maria reflejaban la ideologia dominante de la escuela, donde la
relacién general para la resolucién de problemas era tdcita entre cada es-
tudiante y la maestra, ya que cada alumno era responsable de su propio
trabajo y aprendizaje. Habia poco compromiso mutuo de los estudiantes o
de las responsabilidades compartidas para el aprendizaje de cada uno, aparte
del ejemplo que mencionamos anteriormente, en donde escribieron juntos
las preguntas del examen. El trabajo en equipo entre los estudiantes no
era normalmente promovido de distinta forma que en el laboratorio, aun-
que habia apoyo de equipo para asegurarse de que todos tuvieran las res-
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puestas “correctas” cuando las discutian juntos, escribiéndolas en el piza-
rrén para que todos las pudieran ver. Esto permitia un grado muy superfi-
cial de negociacién del conocimiento cosificado, pero estaba estrechamente
controlado por la maestra y aceptado por los estudiantes.

Uno de los intereses de Maria, como se mencioné anteriormente, era
incluir a los estudiantes marginados en las actividades de clase. Ella desa-
rroll su propia estrategia, que describié como tomar el rol de una “tia”.
Ella sentia que los estudiantes estaban desinteresados debido a la falta de
atencién por parte de los maestros en las clases anteriores, una experiencia
que ella misma habia vivido y jurado no repetir con sus propios estudian-
tes. Esto mostraba tanto las raices de experiencia de su préctica (Shon,
1983) como una “ética de cuidado” (Ritchie y Rigano, 2002). Maria se con-
sideraba razonablemente exitosa para motivarlos a trabajar, particularmente
porque creia que los estudiantes pobres o desinteresados sélo les faltaba
motivacién, y que necesitaban poner mds esfuerzo para aprender sin pro-
blema. Esta creencia distribuy6 la responsabilidad para el aprendizaje en-
tre la maestra y los estudiantes, con su rol inicial de motivadora o facilitadora,
pero dejando que los alumnos, en primera instancia, fueran los responsa-
bles de su propio aprendizaje. Maria activamente promovié la participa-
cién de ellos con el propésito de que se volvieran menos marginados, que
se pudieran mover de su posicién periférica a una mds central (Lave y
Wenger, 1991). A través de sus esfuerzos, estos estudiantes se vieron for-
zados a practicar verbalmente su lenguaje cientifico, aunque sélo fuera en
una ocasién.

Alo largo del estudio, hubo algunas mejoras en los niveles de interaccién
y en las relaciones con los alumnos, pero todo esto fue iniciado y controla-
do por la maestra. Podriamos inferir sélo un nivel minimo de negociacién
de los significados cientificos durante los procesos de ensefianza-aprendi-
zaje, y con respecto a la aptitud, ésta parecia reducirse a complacer a la
maestra y a obtener buenas calificaciones (Wenger, 1998, p. 269), ya que
habia pocas oportunidades para el desarrollo activo de las relaciones seménticas,
esenciales en una clase de ciencia efectiva (Lemke, 1997).
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CONOCIMIENTO COMPARTIDO Y DESARROLLO. Anteriormente he-
mos analizado la “ruina de marco” inicial entre los nuevos estudiantes y Ma-
ria, cuando encontraron su estilo de ensefianza muy sorprendente. Sin embargo,
ella describié su aceptacién eventual e incluso la apreciacién de €1, indican-
do el desarrollo de un repertorio compartido, aceptado, en términos de un
estilo de ensefianza-aprendizaje. Esto incluia a los mecanismos mutuamen-
te comprendidos y compartidos, tales como el uso de las fotocopias, el tipo
de trabajo en el pizarrén y el estilo del discurso. Durante el semestre, Maria
y sus estudiantes desarrollaron una historia compartida y normas de con-
ducta que implicaban ciertas negociaciones ticitas de temas seleccionados y
cémo cubrirlos. Como Rogoff (1998) sugirid, este tipo de colaboracidn, en
términos de organizacién de tiempo y recursos, es frecuentemente observa-
da entre los maestros y los estudiantes, incluso en las escuelas mas tradicio-
nales. Por ejemplo, en una clase observada (P1), Maria les habia pedido una
tarea pero muy pocos la habian hecho, mientras que el resto argumentaba
que a ellos no se les habia dicho. Esto pasaba con frecuencia, era una mane-
ra de disentimiento estudiantil y una negociacién implicita de estrategias
que reforzaba la prictica de Maria de hacer que los estudiantes leyeran y
respondieran las preguntas en clase bajo su control. Sin embargo, esto obs-
taculizé las estrategias intencionadas de Maria para desarrollar el conoci-
miento por medio de las discusiones de los estudiantes, ya que el tiempo
valioso de la clase estaba dedicado a la lectura.

Habia muy poca evidencia de conocimiento compartido, en términos de
las experiencias de los estudiantes. Maria describié su objetivo de aprendizaje
intencional, de desarrollar una ecologia de actividades para transformar la in-
formacién en conocimiento, aunque las actividades pueden no haber sido su-
ficientes para alcanzar esta meta. Una transferencia de autonomia a los estudiantes
no era evidente en las clases normales, ya que la ensefianza no era muy com-
partida y, de manera esencial, ninguna negociacién de los significados del
conocimiento cientifico estaba presente. El rol de la maestra estaba
institucionalmente legitimado, haciendo ritualistas las contribuciones de los
estudiantes y usualmente ignoradas por sus pares (Wenger, 1998).
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Discusion

Los tres marcos de trabajo que hemos empleado en el andlisis tienen mu-
chas lineas en comun, tales como los objetivos compartidos, la participa-
cién, el conocimiento comin, el compromiso y la negociacién. No obstante,
cada focalizacién ha generado una perspectiva diferente, permitiendo con
esto una interpretacién total mucho mis rica de Maria como maestra. Nuestro
andlisis del desarrollo del conocimiento comun sacé a la luz a los comple-
jos estratos de las interacciones entre la maestra y los estudiantes dentro
del contexto institucional, proporcionando una detallada descripcién de
lo que podria llamarse, a primera vista, un salén de clase muy tradicional,
centrado en la maestra. Aunque el rol de Maria como maestra varia, hay
evidencia de que generalmente cae en las categorias tradicionales que im-
plican el control del maestro sobre el contenido, las actividades y la aten-
ciény conducta del estudiante, entre otros. Volveremos a las complejidades
subyacentes de esta posicién.

Maria claramente desarrolla un conocimiento comin base con cada grupo
de estudiantes, pero se trata de uno que no es cuestionado por los alumnos,
sin ninguna discusién explicita referente a las metas u objetivos en la clase
(Edwards y Mercer, 1987; Henri y Lundgren-Cayrol, 1998). Existen metas
implicitamente compartidas del aprendizaje que es trasladado por la maes-
tra y los estudiantes, como en la obtencién de buenas calificaciones, una
visién que es fuertemente promovida por el contexto institucional. Cuando
existe una perspectiva compartida de las responsabilidades de maestro-alumno,
ésta se halla mas dirigida hacia las cuestiones normativas, tales como cubrir
el programa curricular oficial, la asistencia y conducta aceptable en clase, asi
como pasar todos los eximenes semestrales importantes.

La falta de los objetivos explicitamente mencionados de Maria puede
reflejar su ideologia educativa personal de que los estudiantes son individuos
que desarrollan su propio potencial y que deberian aprender cosas por si mis-
mos, asi como su creencia implicita de que en ultima instancia, la responsa-
bilidad para el éxito o el fracaso yace en los estudiantes mismos, en su motivacién

para el trabajo (Edwards y Mercer, 1987; Lemke, 2001). La ideologia institucional
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general parece apoyar el concepto de aprendizaje como un proceso indivi-
dual y mecdnico, visto como el resultado inevitable de estar en el salén de
clase con la maestra. El estatus o legitimidad se da a los textos o al conoci-
miento de la maestra, mientras que las contribuciones del estudiante sélo
son motivadas de manera superficial, en el mejor de los casos.

En diferentes momentos, Maria ha expresado la importancia de su rol
como motivadora de la participacién y aprendizaje de los estudiantes. Ella
cree que los alumnos deberian discutir ideas, pero reconoce que ella no les
da ni un contexto especifico ni una estructura para promover esto. Hay ni-
veles variantes con respecto a la participacién del estudiante, virtualmente
con todo el intercambio verbal controlado por el uso frecuente de ella de las
estrategias de ensefianza del IRF, tipico de una situacién tradicional con la
maestra como centro del didlogo (Resta ez al., 1999). Es evidente que las
interacciones observadas sucedan sin una perspectiva sobre el aprendizaje
verdaderamente compartida. Se le da la importancia al marco de referencia
de la maestra y a su conocimiento “legitimo”, con poca validacién de las
experiencias y conocimiento de los estudiantes. Virtualmente, no existe una
interaccién de estudiante-estudiante y una oportunidad minima para que
ellos expresen sus propias ideas. Por lo tanto, la transferencia que ocurre es
principalmente la tradicional, la del conocimiento de la maestra para los
estudiantes por medio de una seudo-discusién sin la contribucién y transfe-
rencia de control e incumbencias (Edwards y Mercer, 1987).

El concepto de aprendizaje de Maria estd articulado por su uso de la
metdfora de los estudiantes como vasijas por llenar a través de su conoci-
miento experto (P7: 9), una visién tradicional apoyada por el contexto
institucional. Maria expresa en diferentes momentos dos objetivos princi-
pales para sus clases: el del aprendizaje en el sentido pleno del concepto y el
de que sus estudiantes pasen exitosamente el curso. Sin embargo, ella parece
oscilar entre ambos, y ha reconocido en la discusién informal que no se
hallan necesariamente relacionados. A través de las negociaciones técitas,
trata de producir un equilibrio adecuado entre estos dos, cubrir ambos obje-
tivos, pero no parece ser suficientemente explicita para promover el desa-
rrollo de un ambiente de aprendizaje verdaderamente colaborativo. También
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consideramos que era probable que su conceptualizacién de lo que signifi-
caba aprender o construir el conocimiento sea mis bien vaga. De esta mane-
ra, se explica su adherencia a las pricticas tradicionales a pesar de su discurso.

Su estudiante ideal es el que pone atencién y escucha las explicaciones
del maestro (P4: 11), pero que también puede relatar y expresar sus com-
prensiones, una combinacién interesante del estudiante, intelectualmente
activo pero fisicamente pasivo. Esto refleja una definicién del conocimiento
de alguna manera mds constructivista, considerablemente mds alld de la
memorizacién tradicional y de la repeticién de hechos aislados.

El estilo de participacién del estudiante en las clases de Maria, general-
mente limitado a respuestas de una o dos palabras a sus preguntas, se podria
interpretar, en el mejor de los casos, como el de participacién muy marginal.
También se podria interpretar como una respuesta a las normas implicitas
del discurso, establecidas en el sistema escolar por maestros tradicionales
que consideran al estudiante como un sujeto pasivo, un recipiente de cono-
cimiento callado. En las clases de Maria, nosotros consideramos esto como
una participacién periférica legitima, dado el contexto institucional especi-
fico (Lave y Wenger, 1991). Kalman (2004) ha sugerido que éste ha sido el
caso en sus estudios sobre escuelas secundarias mexicanas.'® De todos mo-
dos, cualquiera que sea la razén para que los alumnos tengan una participa-
cién limitada, nosotros consideramos que la falta de una interaccién y discusién
estudiantil mds significativa seria un obstdculo definitivo para la formacién
de una comunidad de préictica efectiva, con el objetivo implicito de desarro-
llar el lenguaje cientifico y el conocimiento de los estudiantes.

Las intenciones ticticas de Maria para ensefar biologia en lo que sole-
mos llamar “camaraderia con los estudiantes” divergen marcadamente de las
formales, de las normas estilistas del lenguaje cientifico (Lemke, 1997) en
un intento por hacerlo mas comprensible. Esto se puede percibir a través del
andlisis de datos, en el que Maria tiene la meta implicita de ensefar a los
estudiantes el vocabulario bdsico para “platicar” de biologia mientras per-
manece en clase, intentando asi vincular el uso de la terminologia cientifica

10 Kalman, Judith (comunicacién personal, julio 15, 2004).
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a los términos mds familiares en la construccién del conocimiento comun.
Sin embargo, debido a su constante control sobre el discurso, los estudian-
tes tienen oportunidades muy limitadas para practicar este nuevo lenguaje,
e incluso menos para negociar los significados. De esta manera, la
intersubjetividad o la construccién del conocimiento comin compartido se
queda en un nivel superficial (Edwards, 1993; Joiner e# al., 2000; Rogoff,
1998; Wells, 1999).

La meta implicita de Maria sobre su ensefianza es la de introducir a
los estudiantes al aspecto biolégico del conocimiento del mundo (Scott,
1996). Un objetivo frecuentemente articulado es la presentacion de la in-
formacién biolégica actualizada y “correcta”, en forma “cientifica”, aun
articulada, en la que los estudiantes puedan relacionarla con sus propias
vidas (P4). Las estrategias de Maria incluyen el uso del vocabulario cien-
tifico y formal en diferentes contextos, intentando con esto facilitar la
comprensién del alumno. Ella, algunas veces, recurre a la personificacién
de los fenémenos bioldgicos, tales como la “bebida” de agua de una célula
(P1), un intento por presentar el concepto cientifico de la ¢smosis, més
cercano para los estudiantes. En otras ocasiones utiliza un toque humoris-
tico que los estudiantes aprecian. Con frecuencia, desarrolla tablas en el
pizarrén para comparar y contrastar diferentes conceptos e incluye a lo
alumnos en el proceso de construccién del conocimiento comin. Maria
no niega el sentido comin, ni tampoco las experiencias propias de los es-
tudiantes, sino que mds bien intenta hacer que la ciencia sea accesible para
ellos, haciendo uso de un estilo informal, al tiempo que trata de “humani-
zar” el lenguaje cientifico (Lemke, 1997, p. 148). Este estilo tiende a desmitificar
la ciencia, mientras que, por otra parte, su discurso y las estrategias de uso en la
exposicién y de la discusién controlada reflejan lo que Lemke llama la ideolo-
gia de la verdad cientificamente objetiva (pp. 149-152). Una vez miés ve-
mos que Maria se esfuerza por un estilo mis centrado en el estudiante,
pero que aiin mantiene sus origenes tradicionales.

Aun cuando no se sabe qué tanto la perspectiva tedrica de una maestra
del NOS afecta los procesos de ensefianza-aprendizaje, particularmente si
las creencias son sostenidas de manera implicita y sin reflexién, se considera
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que las posiciones epistemoldgicas influyen las pricticas de ensefianza (Abd-
El-Khalick ef al., 1999; Lederman, 1999). En el caso de Maria, hemos visto
que sus creencias se inclinan hacia el lado positivista del equilibrio
epistemoldgico, y que sus estrategias de ensefianza también tienen una pro-
pension definida hacia el control verbal de la clase, como lo describi6é Richardson
(1996). Generalmente, su discurso también implica una sola respuesta o solucién
cientifica a sus preguntas. Su préctica en el laboratorio demuestra una posi-
cién positivista, motivando con esto a que los estudiantes hagan deduccio-
nes a partir de sus experiencias y que formulen hipétesis sobre el contenido
nutriente de los alimentos que tendrian que poner a prueba mds adelante.
Asi, la maestra asume un método cientifico infalible para detectar resulta-
dos tnicos. En contraste, en la misma sesién de laboratorio, ella dice a la
clase qué tan importante es para ellos que investiguen y presenten sus pro-
pias ideas. La eleccién actual de Maria de los temas es controlada por el
plan de estudios oficiales, por lo que no es posible valorar este aspecto. Pero
ella no tiene la intencién de relacionar los conceptos con las experiencias
previas de los estudiantes. Este es otro ejemplo de una posicién mis relativista,
demostrando, una vez mds, una mezcla ecléctica de perspectivas.

Dentro de la perspectiva del aprendizaje colaborativo, la mejor aproxi-
macién a la colaboracién entre Maria y sus estudiantes es su acostumbra-
da escritura de notas en el pizarrén. Habitualmente, ella toma las respuestas
de los alumnos, modificdndolas para ajustarlas a su propia agenda, pero
incorporando algunas de sus ideas. Esto es, al menos, una legitimacién
parcial del conocimiento de sus alumnos. Los estudiantes no cuestionan su
conocimiento experto, sino que centran sus potenciales de negociacién en
las reglas de la clase, en tantear si tienen que hacer su tarea, en el uso de
los recursos, en la organizacién del tiempo y en el tipo de participacién
que deben tener. Rogoff (1998) sugiere este tipo de colaboracién entre
maestros y estudiantes que, incluso, se puede hallar en la mayor parte de
los salones de clase tradicionales centrados en el maestro. Sin embargo,
como ya se dijo anteriormente, Maria ha formado su propio concepto de
aprendizaje colaborativo y trabaja, de manera muy coherente, dentro de
ese marco.
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El andlisis también destacé el uso limitado de los instrumentos técni-
cos colaborativos para la produccién mutua del conocimiento compartido.
En términos del instrumento psicolégico, socialmente mediado de las
interacciones habladas, éste tiene un estatus mayor con Maria para su en-
sefianza, pero las notas escritas en el pizarrén parecen tener un estatus
mds grande o un cardcter mediado para los estudiantes (Crook, 2000; Edgard,
1993). Ellos parecen interpretarlas como una expresién directa de las ex-
pectativas y de la agenda de la maestra, y también del conocimiento legi-
timo que deben memorizar para pasar los exdmenes.

Tanto la clase como el contexto escolar generalmente indican una fi-
losofia muy tradicional sobre la ensefianza y el aprendizaje. Las normas
institucionales crean un clima cultural que tiene una influencia marcada
en las practicas de ensefianza-aprendizaje, a tal punto de hacer muy dificil
que una maestra como Maria sea innovadora. Ella es forzada a cubrir el
curriculum oficial durante un espacio de tiempo reducidamente especifi-
co, trabajando con los estudiantes para que puedan salir bien en sus exi-
menes normales. El hecho de que los alumnos sean participantes renuentes
al principio, demasiado bien entrenados en su rol pasivo tradicional, es
otro obstdculo que ella tiene que enfrentar. Esto la deja con muy poco
tiempo para intentar algunas estrategias mds interesantes, en vez de sélo
ensefiar a memorizar las definiciones biolégicas. Una circunstancia venta-
josa que hemos podido identificar en este aspecto, es que en esta escuela a
los maestros se les da la total libertad para que hagan lo que quieran en
sus salones. De esta manera, se les permite organizar su tiempo y activida-
des como a ellos les ajuste. Sin embargo, el ambiente del compromiso mi-
nimo del estudiante en los procesos de ensefianza-aprendizaje no explota
el conocimiento comin desarrollado. En lugar de eso, la negociacién y la
co-construccién del conocimiento comin ocurre dentro de los roles tradi-
cionales del maestro/transmisor experto y del estudiante/receptor pasivo.
Muchos estudiantes sélo ponen atencién cuando existe una manera ofi-
cialmente reconocida de presentar el conocimiento, el cual pueden inter-
pretar como necesario para el éxito, es decir, para pasar el examen. Aunque
existen los espacios fisicos, el clima no promueve el compromiso comin
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productivo, que incluso se podria considerar que obstruye activamente la
motivacién del potencial de los participantes. Un contexto de este tipo, del
que claramente legitima sélo ciertos tipos de conocimiento y de conducta,
debe ser considerado como un obstdculo para el cambio (Littleton, 2000).
La parte més rica del andlisis ha sido la referente al salén de clase como
una comunidad de préctica. Aqui se subrayan muchos aspectos tradiciona-
les, tales como el énfasis en el aprendizaje sobre la materia cosificada, sobre
el conocimiento curricular y legitimo de la maestra experta y sobre la eva-
luacién. Casi no hay nada de contexto global en los compromisos ni en las
oportunidades para tener un contenido individualizado dentro de la clase,
limitindose de nuevo a la negociacién y a la transformacién de la identidad
de maestra y estudiantes, y ddndoles muy poca oportunidad para explorar o
“cruzar las fronteras”. Esencialmente, toda la coordinacién es realizada por
la maestra, de modo que los estudiantes tienen poca autorizacién dentro de
la clase para negociar o cambiar el curso de las actividades. EI contexto
institucional promueve esto, autentificando las identidades y ddndoles res-
ponsabilidad a alumnos y docentes de acuerdo con los grados oficiales, defi-
niendo el éxito-fracaso de esta manera extremadamente limitante y tradicional.
Sin tomar en cuenta el contexto, Maria ha demostrado la firme con-
viccién de que los estudiantes necesitan “construir” su propio aprendizaje,
y ha seguido explorando las estrategias interactivas, un signo de las competen-
cias de desarrollo por parte de la maestra y los estudiantes dentro del sa-
16n de clase, aun cuando no hay un reconocimiento formal de esto por
parte de la escuela. Ella se ha demostrado a si misma que ha hecho cam-
bios intuitivos o inventivos en su trabajo durante algunos afios, pero las
oportunidades imaginativas no han sido compartidas con los estudiantes
en clase. A través de estas actividades, involucra a sus estudiantes con su
propio aprendizaje, pero es probable que sélo sea en un nivel significativo
para ella, puesto que es quien elige las actividades con base en sus propios
objetivos implicitos. El rol global de Maria dentro del salén de clase se ve
mds como el de una representante institucional que como el de una parti-
cipante auténtica en la comunidad de prictica (Wenger, 1998), aunque
hay intentos indecisos para salirse de este molde. Verdaderamente, su rol
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en TACTICS se ha mantenido muy marginado, con sélo un ejemplo detec-
tado de una transferencia de estrategia a sus préicticas del aula.

Todo esto nos lleva a inferir un sistema de creencias fuertemente sostenido,
aquel que guia a Maria a través de su laberinto cotidiano de actividades (Bryan
y Atwater, 2002), demostrado por un grado notable de coherencia entre muchas
de sus pricticas y creencias. Consideramos sus creencias bésicas, mds estrecha-
mente sostenidas del control del maestro y una concepcién esencialmente posi-
tivista de la ciencia como los filtros a través de los que ella ha visto, de manera
inconsciente, su exposicion a los nuevos modelos (Pajares, 1992).

No obstante, hay signos de transformaciones. Sus metas de aprendi-
zaje, su discurso e incluso algunas pricticas reflejan una apropiacién de
modelos mds centrados en el estudiante. Aunque sus conceptos mds re-
cientemente formados pueden no ser las definiciones generalmente acep-
tadas, tal como su concepto de aprendizaje colaborativo, éste serfa el
fundamento en el que desarrolla lo que concibe como actividades colaborativas.
También suponemos que hay una clara evidencia no sélo de sus creencias
que la llevan a su préctica, sino de que sus experimentos con las nuevas
estrategias la han llevado a ajustar sus creencias, demostrando asi la rela-
cién interactiva entre los dos campos (Bryan y Atwater, 2002; Richardson,
1996), un proceso gradual de reconstruccién de su modelo de ensefianza y
aprendizaje de la ciencia. A partir del analisis, se hace evidente que la
conceptualizacién de Maria sobre su rol como maestra es una amalgama
fascinante, ecléctica, de la transmisién tradicional de su conocimiento ex-
perto, con aquel de toque constructivista, interactivo, un modelo que he-
mos etiquetado como “transmisién activa’.

Comentarios finales

Como en el caso de Ritchie y Rigano (2002) hemos dado voz a una maestra
y Rig

que ha alcanzado un cambio a través de la motivacién personal, de sus pro-

pias insatisfacciones con las formas tradicionales de ensefianza y aprendiza-
je. En este caso particular, sin embargo, Maria inicié este cambio dentro de
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un contexto institucional que era esencialmente incompatible con lo que
ella estaba trabajando, en donde no habia una cultura de apoyo, colaborativa
(con la posible excepcién de los investigadores). De este modo, ella era su
propio agente para el desarrollo personal, basindolo principalmente en sus
creencias y en sus propias experiencias del aula de prueba-y-error; ignoran-
do o superando muchos de los obsticulos institucionales dentro de su con-
texto de trabajo. Juzgando la descripcién de Maria sobre su busqueda intuitiva
para lograr las mejores estrategias de ensefianza-aprendizaje a lo largo de su
carrera, consideramos las contradicciones identificadas entre algunas de sus
creencias expresadas y de sus pricticas observadas como indicaciones de una
evolucién continuada de su concepto sobre la ensefianza y el aprendizaje.
Su exposicién de los aspectos tedricos de la educacién en el MEC dio apoyo
a muchas de sus observaciones empiricas, proporcionindole un marco de
trabajo dentro del cual ella pudiera trabajar. Las primeras seniales sobre la
asimilacién de las nuevas ideas se encuentran en su discurso, y muchas que
aun no se reflexionan estin en sus pricticas. Ain no se puede ver si esta
evolucién llegard a sus pricticas o si se quedard sencillamente en el nivel del
discurso, pero nuestro estudio a largo plazo, en el que nos encontramos en
las etapas de finalizar, deberia darnos mis evidencia en este aspecto. Cree-
mos que Maria ha sido una maestra muy excepcional dentro de un nicho
educativo y tradicional, al que hemos considerado representativo de la ma-
yor parte de las escuelas superiores mexicanas.

La interseccién de los ejes de los tres marcos de trabajo usados en este
estudio, junto con el enfoque especifico sobre el discurso cientifico de Ma-
ria, nos ha llevado a una interpretacién mucho mds rica de Maria como
maestra de ciencias y nos ha permitido describir los detalles que, de otra
manera, no hubieran sido visibles. Consideramos que esta descripcién ini-
cial de Maria ha sido un ejemplo de la riqueza de informacién obtenible a
través del uso de este esquema extenso y explicativo.

Verjovsky, J. y Waldegg, G. (2005). "Analyzing beliefs and practices of a mexican high
school biology teacher”, Journal of Research in Science Teaching, vol. 42 (4): 465-491.

Traduccion: Juan Carlos Garcia Palmeros, DIE-Cinvestav.
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El acercamiento de Bolzano
a Las paradojas del infinito:
implicaciones para la ensefanza

Resumen: En este trabajo se analizan algunos fragmentos de Las paradojas del
infinito, obra péstuma de Bernard Bolzano (1781-1848), para mostrar que la
solucién de Cantor al problema de la definicién del infinito actual no es la Gnica
posible ni la més natural. De hecho, aun si presentan limitaciones, las soluciones
que propone Bolzano para las paradojas del infinito son mds intuitivas, sin que
ello comprometa su coherencia interna. Las implicaciones para la ensefianza
apuntan a la mejor comprension de las respuestas de los estudiantes cuando estd
involucrado el infinito actual, ya que es posible establecer un paralelismo entre

estas respuestas y el razonamiento de Bolzano.

Introduccion

l infinito, en sus distintas manifestaciones, ha tenido un lugar de-
terminante en el desarrollo conceptual de la matemaitica, provo-
cando, muchas veces mediante consideraciones filoséficas, la busqueda
de niveles cada vez mds finos en su fundamentacién. Cuando bajo
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alguna de sus formas el infinito se hace explicito en la matemdtica, da
lugar a una serie de cuestionamientos teéricos y metateéricos que obligan
a buscar bases mds s6lidas para sustentar el conocimiento. La confronta-
cién dialéctica entre los argumentos l6gicos y la necesidad de llevar a cabo
procesos infinitos y procedimientos aritméticos con cantidades infinitas
ha sido fuente de diversos avances en la ciencia. Baste recordar que el
infinito fue el elemento esencial en dos periodos criticos de fundamentacién
de la matemitica: el que culminé con Los elementos de Euclides y el que se
gener6 en torno de los trabajos de Cantor y, posteriormente, de Russell.

Conceptos tan fundamentales como el de nimero real, variacién y
funcién, entre otros, se han llegado a consolidar a partir de un estudio
minucioso del infinito como proceso, como estado o como modo de ra-
zonamiento. El cdlculo y el anilisis, y todas las ramas de la matemitica
derivadas de ellos, son una sistematizacién del estudio de los procesos
infinitos, por lo que se constituyen en una herramienta poderosa para
modelar los aspectos de la realidad fisica caracterizados por la variacién
y el cambio.

A lo largo de la historia, filésofos, cientificos y pensadores han dedi-
cado una parte considerable de su trabajo a desentrafar los misterios del
infinito. Muchos han sido los autores que han escrito sobre el infinito y
sus implicaciones, considerando no sélo aquéllas de cardcter matemaitico,
sino también las de orden metafisico y teolégico. Desde la antigiiedad griega,
el infinito ha generado numerosos dilemas. Adn cuando Aristételes no
parece apreciar la significacién de los argumentos de Zeno,' el infinito si
le preocupaba. Una idea suya habria de dominar el pensamiento durante
2000 afios y sigue siendo un argumento persuasivo: Arist6teles argumenta
en contra del infinito actual y a favor del infinito potencial. Su idea es que
no se puede concebir a los nimeros naturales como un todo. Sin embargo,
son potencialmente infinitos ya que para cualquier coleccién finita siem-
pre se puede encontrar una coleccién finita mds grande.

! Véase S. Markin, Zeno of Elea, Routledge Encyclopedia of Philosophy 9 (Londres,
1998), 843-853.
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Si hoy, al comenzar el siglo veintiuno, el infinito es un objeto mate-
mitico bien definido y susceptible de ser operado, es gracias a la partici-
pacién activa, y muchas veces apasionada, de varios de los matematicos
mds importantes de todos los tiempos.

El infinito no siempre se incluye explicitamente en los programas de
ensefianza de la matemdtica. Sin embargo, muchos conceptos de la aritmé-
tica, el cdlculo y el andlisis podrian entenderse mejor si se discutieran las
diversas formas en que el infinito los subyace. El infinito, potencial o ac-
tual, es una construccién intelectual que implica un alto grado de abstrac-
cién. No contamos, dentro de la realidad fisica, con ninguna experiencia
que nos permita aceptar o refutar la existencia del infinito y, siendo éste una
creacién del intelecto humano, estd sujeto sélo a los métodos de verifica-
cién de la I6gica: las consecuencias de su existencia deben ser consistentes
con la totalidad de la construccién tedrica en la cual estd inmerso.

El estado actual de la teoria provee al infinito de una estructura for-
mal inobjetable para la mayoria de los matemadticos, que fue fuente de
importantes resultados a lo largo de todo el siglo veinte y lo sigue siendo.
Sin embargo, esto no implica que el concepto se haya vuelto mds accesible
para el estudiante que, por primera vez, se enfrenta a él. De hecho, las
estructuras conceptuales del estudiante, construidas a partir de su expe-
riencia finita, no sélo no propician la asimilacién del concepto, sino que
constituyen un obstdculo para este fin. La tensién que produce en los j6-
venes el estudio del cdlculo se debe, muy probablemente, al enfrentamien-
to con nuevos instrumentos en los que estd implicado el infinito.

Cuando el estudiante accede por primera vez al estudio del cdlculo, se
encuentra con que, al lenguaje algebraico con el que estaba, hasta cierto
punto, familiarizado se le ha incorporado una nueva operacién cualitativamente
distinta: el paso al limite. Detrds de una nueva simbologia y de una nueva
operatividad, aparentemente similar a la que ha empleado hasta ese mo-
mento, se oculta todo un nuevo aparato conceptual. El estudiante debe
entonces incluir, dentro de su campo cognitivo, el uso de desigualdades y
cuantificadores, asi como una extensién, en significado y campo de apli-
cacién, de los conceptos de funcién y nimero.

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg ‘111



El acercamiento de Bolzano a Las paradojas del infinito: implicaciones para la ensefianza

Los métodos del cilculo proporcionan una serie de algoritmos sopor-
tados por intuiciones bdsicas, las cuales, mediante un lenguaje algebraico,
permiten el tratamiento de situaciones que se resuelven operatoriamente.
Estas intuiciones, en ocasiones, son autocontradictorias y s6lo pueden ser
formalizadas localmente.

La aparicién del infinito transforma matemdticamente los proble-
mas. Sin embargo, el profesor trata de construir una especie de “solucién
continua” entre el lenguaje algebraico y las intuiciones que el estudiante
posee. Tal solucién, a menudo, no sélo no esclarece la diferencia entre la
matemadtica finita y los métodos del célculo, sino que la oculta. Por lo
tanto, es importante que el profesor entienda los problemas del estu-
diante confrontado por primera vez con el infinito, y los mecanismos
probables a los que acudird para aprehender el concepto. Para poder en-
tender estos mecanismos, hemos estudiado los trabajos de Bernard Bolzano
(1781- 1848), el precursor de la idea de tratar al infinito actual como un
objeto matematico.

Revision del campo

Desde la aparicién del articulo de Fishbein, Tirosh y Hess (1979) sobre la
intuicién del infinito, ha crecido el interés de los investigadores de la edu-
cacién matemdtica por abordar el tema del infinito desde la perspectiva de
la ensefianza y el aprendizaje de los conceptos que lo involucran, buscan-
do evidencias empiricas.” Sin intencién de ser exhaustivos, a continuacién
presentamos una cronologia de algunos trabajos relacionados con el tema
que nos ocupa: las paradojas del infinito actual como un problema cognitivo
(para una revision general del campo, véase D’Amore 1996).

?En 1997, D’Amore publicé una bibliografia en la que “presenta 280 titu-
los de trabajos o investigaciones de interés histérico, epistemoldgico, psi-
colégico, filoséfico o didictico, realizados a partir del afio 1951 hasta la

fecha de publicacion del articulo” (Garbin y Azcdrate, 2002, p. 90).
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En 1980, Tall publicé un trabajo en el que reportaba los resultados de
un estudio sobre la manera en la que se relaciona la infinidad de los nime-
ros reales con la intuicién del infinito, y en 1981, junto con Vinner (Tall y
Vinner, 1981b), introdujo los conceptos de “imagen conceptual” y “defini-
cién conceptual” para explicar las dificultades en el aprendizaje de los conceptos
de limite y la continuidad. En 1983, Duval presenté una interpretacién de
las dificultades que enfrentan los nifios al tratar con conjuntos infinitos,
en términos de la imposibilidad de asignar a los objetos matemdticos pa-
peles diferentes (por ejemplo, 4 como un nimero entero, 4 como cuadrado
y 4 como un numero par). En 1986, el infinito hizo su aparicién en las
reuniones del PME (Psychology of Mathematics Education), con la pre-
sentacion de Falk ez a/. (1986) en la que trataba la forma en la que reaccio-
nan los nifios ante el problema de la no existencia del “mayor” numero
natural. En 1987, Sierpinska (1987) presenté un estudio realizado con es-
tudiantes de humanidades en el que ponia en claro el tipo de problemas
que enfrentan ante la conceptualizacién del limite. Ese mismo afio, Waldegg
(1987) presentd los resultados de una investigacién histérica-epistemoldgica
y cognitiva sobre los esquemas de respuesta del sujeto epistémico y del
sujeto psicolégico, ante problemas tipicos del infinito actual; en 1991, fue
publicada una parte de estos resultados (Moreno y Waldegg, 1991) refe-
rente a un estudio realizado con jévenes de bachillerato, en el que se mos-
tré las semejanzas entre los desarrollos histéricos y los esquemas de respuesta
de los jévenes ante las contradicciones que surgen al tratar el infinito ac-
tual con las intuiciones de los conjuntos finitos.

Mis tarde, Tall (1992) publicé un trabajo sobre la transicién del pen-
samiento matemadtico elemental al pensamiento matematico avanzado, abor-
dando las nociones de limite, funcién, demostracién e infinito. Ese mismo
afio, Tsamir y Tirosh (1992) presentaron en la XVI conferencia del PME un
estudio sobre la toma de conciencia de los estudiantes ante ideas inconsis-
tentes. Nufiez (1993) hizo una revision de los aspectos psicocognitivos
que subyacen al infinito, y Waldegg (1993b), report6 un estudio sobre la
comparacién de conjuntos infinitos en jovenes a quienes se les habia dado
una capacitaciéon previa basada, no en los conceptos formales sino en sus
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concepciones intuitivas. Por su parte, Falk (1994) llam¢ la atencién sobre
el reto cognitivo que significa la aprehensién del infinito, y Gonzélez (1995)
realizé un estudio con estudiantes hispanos residentes en Estados Unidos
sobre las intuiciones del infinito.

En 1997, Mura y Louice abordaron, por primera vez, el problema del
infinito en los profesores, tanto en formacién como en ejercicio. En 1999,
Arrigo y D’Amore estudiaron las respuestas que dan los estudiantes res-
pecto de la equipotencia entre los puntos de un cuadrado y los de uno de
sus lados. Garbin (2000) realizé un trabajo sobre el manejo de las
inconsistencias que presentan los estudiantes de bachillerato en funcién
de sus esquemas conceptuales del infinito actual. Resultados parciales de
esta investigacién fueron publicados en Garbin y Azcédrate (2000 y 2002).
Sobre la linea de las inconsistencias, también han trabajado Tsamir y Tirosh
(1992 y 1999).

En 2001, Educational Studies in Mathematics dedicé un nimero (48) a
los estudios del infinito, en el que resaltan los articulos de Monaghan y
Tsamir sobre las ideas de los jovenes ante el infinito actual.

En lalinea de la perspectiva histérica, Waldegg (1988) revisé la obra de
Cantor para formalizar el infinito actual; resumi6 las formas en las que Aristételes
hace entrar al infinito en la filosofia griega (Waldegg, 1993a) y, posterior-
mente, presentd algunas consideraciones sobre las concepciones ontolégicas
de Bolzano arraigadas en una fuerte posicion platénica acerca de la mate-
mitica, que le impidieron considerar la posibilidad de las geometrias no-
euclideanas (Waldegg, 2001). Por su parte, Horng (1995) mostr6 los puntos
de contacto entre la matemdtica griega y la china sobre el infinito.

Los resultados de estos estudios muestran una gran diversidad de pro-
blemas que, a menudo, reproducen la larga historia de conflictos y seduc-
ciones que ha enfrentado la humanidad ante esta idea. En particular, entre
las paradojas mds notables del infinito, aquéllas relacionadas con la
equipotencia de un conjunto infinito y sus subconjuntos propios resultan
ser de las mis recurrentes. Como veremos a continuacién, la solucién de
Cantor a esta paradoja, si bien es asimilada por la matemdtica moderna,
no es la Gnica solucién posible.
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El infinito como proceso

En los siglos XVII y XVIII, al sistematizarse y generalizarse los métodos del
cilculo, el infinito se reflejé en la matematica en forma de procesos infini-
tos. Estos procesos fueron empleados, con amplios rangos de libertad, como
un método para llegar a objetos matemdticos cuya existencia estaba pre-
vista por la intuicién (como, por ejemplo, el drea del circulo). El infinito
potencial se hizo presente a través de los procesos infinitos, produciendo
abundantes resultados al desarrollarse y generalizarse los métodos del cdl-
culo. Sin embargo, y de la misma manera como ocurrié en la matemadtica
griega, la discusion acerca del infinito actual quedé desplazada al campo
de la filosofia.

Una de las caracteristicas del desarrollo del cdlculo en los siglos XVII y
XVIII es la busqueda de algoritmos para los procesos infinitos generados
en los contextos geométricos y dindmicos. Estos algoritmos surgen, en
buena medida, como una extrapolacién del dlgebra de los procesos finitos.
En este momento, todavia no estin presentes los problemas de la conver-
gencia que llevarian mds tarde a una reflexién sobre el uso y los resultados
de tales procesos. Newton, por ejemplo, en su Mérodo de series y fluxiones
describe asi el principio de generacién de las series de potencias:

[...] como las operaciones del cilculo con nimeros son muy semejantes a
las del cilculo con variables... me sorprende que no se le haya ocurrido a
nadie ajustar la teoria recientemente establecida de los nimeros decima-
les, a las cantidades variables, especialmente porque este camino estd abierto
a las mds notables consecuencias. Este tratamiento tendrd con el dlgebra
la misma relacién que la teoria de los numeros decimales tiene con la
aritmética comun; las operaciones de suma, resta, multiplicacién, divisién
y extraccién de raiz, se pueden aprender ficilmente de esta Gltima. Asi el
lector puede ser experto en ambas, dlgebra y aritmética, y apreciar la co-
rrespondencia entre nimeros decimales y series infinitas de términos
algebraicos. Y asi como la ventaja de los decimales consiste en que, una

vez reducidas las fracciones y raices a ellos, pueden ser tratadas como en-
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teros; asimismo, la ventaja de las series infinitas es que las expresiones
complicadas pueden ser reducidas a series infinitas de términos mds sim-
ples (Newton, 1671, pp. 33-34).

El parrafo anterior se puede ver como un programa de trabajo, como parte
del modelo conceptual que subyace al cdlculo de Newton. Las técnicas
con indivisibles e infinitesimales y los procesos de sumas infinitas empe-
zaban a probar sus bondades, por lo que, por una parte, tener expresiones
algebraicas infinitas no representaba en si ningun obsticulo y, por otra
parte, era deseable poder extender las técnicas del cilculo a todo tipo de
expresiones, incluidas las funciones trascendentes.

Los algoritmos generales para el cilculo de dreas y tangentes, y las
técnicas de las series infinitas fueron la parte medular de esta aritmética
de los procesos infinitos. Al consolidarse el cilculo, los procesos infinitos
y toda la operatividad asociada a ellos, adquirieron un lugar indiscutible
dentro de la matemadtica. No asi el infinito actual.

La actualizacion del infinito

Un cambio radical ocurre cuando la discusién acerca del infinito actual entra
a la matemadtica, y cuando se contempla la posibilidad de considerar el infini-
to como un objeto matematico susceptible de poseer una operatividad propia.
Este cambio se inicia formalmente con Bolzano. Aunque ya algunos autores
anteriores se habian manifestado a favor de la existencia de un infinito en acto
(“Estoy totalmente por el infinito actual...”, Leibniz, Opera omnia), es en la
obra de Bolzano, Las paradojas del infinito (1851), en donde se trata este pro-
blema de manera mis consistente. Cantor reconoce numerosas coincidencias
entre el trabajo de Bolzano y el suyo, aunque sus respectivos puntos de vista
sobre la comparacion de conjuntos en términos de sus relaciones es un punto
de divergencia crucial entre ellos. Esto puede observarse en la siguiente cita
(para Cantor el infinito actual es el Gnico infinito genuino):
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Bolzano es quizds el unico que, con cierta amplitud, sitda a los nimeros

genuinamente infinitos en su justo lugar... (Cantor, 1883, p. 78)

Describiremos en detalle el contenido matemdtico de esta obra de Bolzano
ya que supone, en forma embrionaria, los conceptos clave para la “ma-
tematizacién” del infinito y hace evidentes los conflictos que esto entrafia
para la intuicién. En efecto, un anilisis del trabajo de Bolzano ayuda a
aclarar los conflictos que tales construcciones crean en la intuicién.

Los trabajos de Bolzano

Bernard Bolzano (1781-1848) fue un fildsofo y matematico cuyas contri-
buciones no fueron valoradas sino mucho tiempo después de su muerte.
Es una figura clave en la l6gica, la geometria y la teoria de nimeros reales.
En la geometria, traté de resolver los problemas subyacentes al postulado
paralelo de Euclides. Bolzano identificé varias fallas en el razonamiento
de Euclides pero le fue imposible subsanarlas, ya que le faltaba la herra-
mienta matemdtica apropiada: la topologia. Aun asi, definié conceptos
geométricos basicos y fue la primera persona en articular el teorema de la
curva de Jordan, el cual establece que cualquier curva cerrada simple divi-
de al plano en dos partes. Intenté definir los fundamentos de la teoria de
numeros reales con la finalidad de reconciliar cantidades infinitas —un obstdculo
encontrado por sus predecesores. Aun si fracasé en esta tarea, produjo re-
sultados importantes como el teorema de Bolzano-Weierstrass, una defi-
nicién moderna de funcién continua y la funcién no derivable de Bolzano.
Ademis, identificé algunas de las caracteristicas paradéjicas de los con-
juntos infinitos. En el campo de la l6gica, no sélo intenté colocar a las
matemadticas sobre un fundamento 1égico, sino que fue més lejos al tratar
de situar a todas las ciencias y al pensamiento humano bajo la légica. Bolzano
trata ideas bdsicas como verdad abstracta, juicio humano y reglas de la
ciencia. Hoy en dia es considerado uno de los precursores de la 1égica.
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La definicion del infinito: primera aparicion de los conjuntos

Las paradojas del infinito inicia con una exposicién de motivos: se mani-
fiesta la urgente necesidad de definir el término “infinito” ya que, este
concepto estd en la raiz de casi todas las situaciones paradédjicas que se
hallan en la matemadtica:

[...] y una refutacién satisfactoria de sus aparentes contradicciones es re-
quisito para la solucién de problemas muy importantes en otras ciencias

como la fisica y la metafisica (Bolzano, 1851, p. 39).

Bolzano entiende que una manera adecuada de referirse al concepto de
infinito es mediante el concepto de conjunto. Distingue asi entre agrega-
do, conjunto y multitud. Un agregado (Inbegriff) es un todo compuesto
de elementos bien definidos, por ejemplo en el enunciado “El Sol, la
Tierrayla Luna actian unos sobre otros”, el sujeto es un agregado com-
puesto por objetos bien definidos (Sol, Tierra y Luna) que se concibe
como un todo.

Existen agregados que coinciden, en tanto que tienen los mismos miem-
bros y, sin embargo, son distintos bajo ciertos aspectos o bajo ciertas con-
cepciones; estas diferencias las llama Bolzano “esenciales”. Por ejemplo,
un recipiente y el mismo recipiente roto, aunque tienen los mismos ele-
mentos, son distintos si se les considera utensilios para beber. Las bases
sobre las que dos agregados se consideran distintos se llaman sus “modos
de combinacién o arreglo”.

A los agregados en los que es indiferente el modo de combinacién o
arreglo y cuyas permutaciones no producen cambios esenciales, Bolzano
los llama conjuntos (Menge). Mientras que los conjuntos cuyos miembros
son individuos de una misma especie, los denomina multitudes (Vielheit).

Tal parece que Bolzano, al distinguir entre agregado y conjunto, re-
salta la diferencia entre una coleccién con cierta estructura y una colec-
cién desestructurada. Un conjunto es un agregado que posee cierta
caracteristica de la cual se prescinde. En consecuencia, conjunto es una
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nocién mds abstracta que agregado. Freudenthal discute estos diferentes
tipos de colecciones y sus estructuras subyacentes como una fenomenologia,
resaltando que, desde el punto de vista didactico:

[...] el verdadero problema con los conjuntos es aprehenderlos y recono-
cerlos abstractamente (es decir, totalmente desestructurados) (Freudenthal,
1983, p. 39).

Regresando a la obra de Bolzano, con el objeto de definir conjuntos fini-
tos e infinitos, propone la siguiente construccién:

Imaginemos una sucesién cuyo primer término es un individuo del tipo A
y cuyos términos siguientes se obtienen, cada uno de su predecesor, me-
diante la adjuncién de un nuevo individuo de la especie A... Entonces, cla-
ramente, todos los términos de la sucesién, con la excepcién del primero,
que es un mero individuo de la especie A, serin multitudes de la especie A.
Tales multitudes las llamo finitas o contables o més especificamente nime-
ros enteros; bajo esta ultima denominacién se considerard el primer térmi-

no (Bolzano, 1851, p. 43).°

Sobre este parrafo, resultan pertinentes varios comentarios. En primer lu-
gar, hay un principio de generacién de un conjunto (el de los nimeros
enteros) a partir del 1 y mediante el empleo del “sucesor”. Después, cada
elemento del conjunto se concibe como una multitud finita, es decir, cada
nimero se piensa como formado de unidades mediante un procedimiento
bien establecido, a saber, el de tomar sucesor. Sin que se mencione explici-
tamente, tenemos aqui una construccién inductiva del conjunto de los ni-
meros naturales, que nos da modelos de las colecciones finitas. Tiempo
después, Cantor habria de introducir esta construcciéon en su articulo de
1895 Contribuciones a la fundacion de la teoria de niimeros transfinitos ([498],
§5, p.97-99). Este articulo, conocido como Beitrige, define los nimeros

3 Las negritas en las citas de Bolzano provienen del original.
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cardinales tanto finitos como transfinitos, con la finalidad de establecer
un fundamento para la teoria de conjuntos.

Este modelo de construccién permite a Bolzano definir una coleccién infinita:
En particular, la serie puede tener tantos términos que no pueda tener alti-
mo término... Propongo el nombre de multitud infinita para aquella cons-

tituida de tal forma que toda multitud finita represente s6lo una parte de
ella. (Bolzano, 1851, p. 44).

Aqui se define el concepto “conjunto infinito” (cuyos elementos son todos
de la misma especie) a partir de “conjunto finito”, pero no a la manera
tradicional de definir lo infinito como la negacién de lo finito. La posi-
cién de Bolzano es que para hablar del infinito hay que hacerlo a través de
conjuntos infinitos. Es decir, el infinito es un atributo de los conjuntos:
los conjuntos “sostienen” la nocién de infinito. Hay en esta posicién un
esclarecimiento del origen comin de la teoria general de conjuntos y del
tratamiento matemdtico del infinito actual, pues el infinito actual no pue-
de existir sino como un atributo de una coleccién (infinita). Cantor esta-
bleceria esta nocién mds tarde en su articulo Contribuciones a la fundacion
de la teoria de niimeros transfinitos (Cf. 103-105).

En este punto, Bolzano se ve en la necesidad de argumentar en favor
de las cantidades actualmente infinitas, refutando otras concepciones del
infinito, tanto de filésofos como de matemdticos. Un parrafo particular-
mente interesante es el siguiente:

Una cantidad verdaderamente infinita [...] no necesita, por ningtin motivo,
ser variable [...] Reciprocamente, es muy posible que una cantidad que pueda
tomar un valor mayor que cualquier cantidad (finita) preasignada, perma-
nezca siempre finita, lo cual sucede en particular con cualquier cantidad
numérica 1, 2, 3, 4... (Bolzano, 1851, p. 45).

En estos pasajes Bolzano se refiere al infinito actual como un atributo de
una multitud dada, y a la imposibilidad de pensar en el infinito como un
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sustantivo; es necesario pensarlo como atributo (calificativo) de algunas
colecciones.

Por otra parte, Bolzano descarta la manera “incorrecta” de pensar en
el infinito como sinénimo de lo no-acotado. La versién matemadtica mds
usual de esta situacién se da en la consideracién de “una variable cuyo
valor crece sin limite”. Segtin Bolzano, esto es un error pues “una cantidad
variable no es propiamente una cantidad’, sino sélo la idea de cantidad que
en si encierra un conjunto infinito de valores. Lo que en realidad es infi-
nito es la coleccién de valores que se pueden asignar a la variable.

Otra definicién objetada por Bolzano es la de Spinoza, compartida
también por otros filésofos y matemdticos, segun la cual Jas cosas infinitas
son incapaces de ser incrementadas. Como contraejemplo de esta concepcién
Bolzano presenta la idea de una semirrecta (infinita) que se incrementa
(infinitamente) al prolongarse desde el extremo limitado.

Tampoco la concepcién del infinito como /o que no tiene fin parece sa-
tisfactoria. Entendido “fin” en un sentido amplio como “limite”, se pueden
exhibir objetos, como un punto de tiempo o de espacio que no tiene nada
que se pueda llamar un limite y que, sin embargo, no es infinito. Y, por otro
lado, hay cosas que estdn limitadas y que pertenecen a la categoria de infi-
nito, como por ejemplo, el espacio entre dos rectas paralelas infinitas.

La existencia de conjuntos infinitos

El siguiente paso en la argumentacién de Bolzano es el de mostrar que
efectivamente existen conjuntos infinitos, es decir, discute la “existencia
objetiva” del infinito:

Ahora que ya nos hemos puesto de acuerdo en cuanto al concepto de infi-
nito y los elementos que entran en la articulacién de esta idea, la siguiente
pregunta para ser considerada es la concerniente a su existencia objetiva,
esto es, si existen objetos a los cuales se les pueda aplicar esta caracteristica,

o si existen conjuntos que puedan ser considerados infinitos en el sentido
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aqui declarado. (...) Me aventuro a contestar con una decidida afirmacién
[...] El conjunto de todas las proposiciones y verdades absolutas claramen-

te se puede ver que es infinito (Bolzano, 1851, p. 50).

A continuacién, Bolzano revela un método general de construccién
de conjuntos infinitos (método inductivo) y da, ademads, el criterio para
demostrar que el conjunto asi construido es infinito: estableciendo una
correspondencia biunivoca entre tal conjunto y los nimeros enteros:

[...] si fijamos nuestra atencién en una verdad cualquiera tomada al azar,
digamos la proposicién “existen verdades”, la llamamos A, encontramos que
la proposicién compuesta por las palabras “A es verdadera” es distinta de la
proposicidn A, puesto que A es el sujeto de la nueva proposicién. A la nueva
proposicién la llamamos B. A continuacién podemos formar la proposicién
“B es verdadera” y continuar de este modo generando una lista de proposi-
ciones sin fin [...] la semejanza entre la construccién de este conjunto y la
del conjunto de los nimeros enteros consiste en el hecho de que a cada
miembro del primero le corresponde un miembro del dltimo; en el hecho
de que no importa qué tan grande se elija un entero, existe un conjunto con
ese mismo nuimero de proposiciones; y, finalmente, en el hecho de que siempre
podemos continuar la construccién de tales proposiciones, o mas bien, que
tales proposiciones existen aunque no se construyan. Se sigue entonces que
el conjunto de todas estas proposiciones posee una multiplicidad que so-
brepasa cualquier entero (finito) y, por lo tanto, es un conjunto infinito

(Bolzano, 1851, p. 51).

Mis adelante (p. 57) Bolzano afirma que el argumento descrito en el pa-
saje que acabamos de citar es suficiente para considerar “demostrada y
defendida” la existencia de conjuntos infinitos, en particular el conjunto
de los nimeros enteros. Menos de cuarenta afios después de la publicacién
del libro de Bolzano, Richard Dedekind en su ensayo La naturaleza y sig-
nificado de los niimeros demuestra el teorema de existencia de “sistemas in-
finitos”, usando exactamente la misma idea (Véase Dedekind, 1888, p. 64).
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Son varias las semejanzas entre los patrones de respuesta detectados en
los estudiantes y los que se reflejan en los argumentos de Bolzano (véase
Waldegg, 1987 y Moreno y Waldegg, 1991). Por ejemplo, ante la pregunta
spor qué es infinito el conjunto de los enteros? Frecuentemente los estudiantes
responden ‘porque cada entero tiene su sucesor” como un argumento suficien-
temente fuerte para asegurar la infinitud del conjunto. Las razones de Bolzano
van en la misma direccién. Asimismo, muchos estudiantes basan la decisién
de si un conjunto dado es infinito en la posibilidad de establecer una corres-
pondencia uno-a-uno con el conjunto de los enteros positivos. Este criterio,
como se puede ver, es también el adoptado por Bolzano.

Las paradojas

La primera paradoja del infinito que aparece en la matemitica, dice Bolzano,
se refiere a la infinitud de los nimeros naturales, ya que,

[...] si cada numero, por definicién, es un conjunto finito, ;como puede ser
infinito el conjunto de todos los nimeros? Si contemplamos la serie de los

ndmeros naturales
1,2,3,4,5,6,...,

nos daremos cuenta que los nimeros que se encuentran entre el primero
de la serie (la unidad) y uno particular cualquiera, forman un conjunto
que es numerado por ese numero particular [...] Consecuentemente, el
conjunto de todos los nimeros debe ser numerado por el dltimo nimero,

y siendo entonces €] mismo un nimero, no puede ser infinito (Bolzano,

1851, pp. 57-58).

Bolzano resuelve la aparente contradiccién argumentando que no hay ningin
entero que ocupe el “Gltimo lugar” de la sucesién ya que el principio de
construccién de los enteros garantiza la existencia del sucesor de cual-
quier numero. Esta paradoja habria de resurgir dentro de la teoria cantoriana
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de conjuntos al considerar el nimero ordinal correspondiente al conjunto
de todos los nimeros ordinales.

Dado que el punto de vista de Bolzano con respecto a la existencia del
infinito actual es esencialmente novedoso, la obra abunda en argumentos
que sustentan esta concepcién. En otro parrafo de Las paradojas, Bolzano
se anticipa a quienes pudieran argumentar que no existen conjuntos infi-
nitos por la simple razén que en un conjunto infinito nunca podrian re-
unirse todos los posibles elementos para formar un todo, ni siquiera en el
pensamiento. Bolzano refuta este razonamiento diciendo que se apoya en
la concepcién errénea de que para construir en el pensamiento el conjunto
cuyos elementos son a, b, ¢, d, ... debemos primero concebirlos a cada uno
separadamente. Mds bien, continta Bolzano, lo que es cierto es que pode-
mos imaginar el todo sin formarnos una representacién por separado de
cada uno de los elementos del conjunto; como cuando imaginamos el con-
junto de “los habitantes de la ciudad de Praga” sin que para ello debamos
representar a cada uno. En conclusién, Bolzano resalta una caracteristica
basica en nuestro concepto de conjunto: el conjunto como un objeto sincrético.
A continuacién afirma:

[] tan pronto como poseemos una representacién A que representa a los
objetos a, b, ¢, d, [...] y no a otros, es extremadamente ficil llegar a una
representacion del agregado de todos estos objetos tomados juntos. No se
necesita mis que combinar la idea denotada por la palabra agregado y la
nocién A en la forma expresada por las palabras “el agregado de todos los
A”. Esta observacién levanta las objeciones posibles contra la idea de un
conjunto infinito: siempre y cuando sélo esté presente un concepto especi-
fico (A) bajo el cual podamos distinguir a los miembros y a los no-miem-
bros del conjunto.... (Bolzano, 1851, p. 52).

El pasaje anterior contiene una sorprendente anticipacién del “axioma de
especificacién” de la teoria de conjuntos (también llamado axioma de com-
prension): Dada una proposicién P (x) que se refiere a x y un conjunto X,
podemos formar el conjunto Y = {x e X/ P(x) es cierta}.
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La comparacién y el establecimiento de un “orden” entre conjuntos
infinitos es una de las principales preocupaciones de Bolzano. Alrededor
de este punto, Bolzano identifica otra mds de las paradojas que constituye
“una de las caracteristicas mas notables de los conjuntos infinitos™:

Dos conjuntos pueden estar en una relacién en la que es posible acoplar
cada miembro del primer conjunto con algin miembro del segundo de
tal manera que, por una parte, ningin elemento de los conjuntos quede
sin acoplarse, y por otra parte, ninguno de ellos aparezca en dos o mis

acoplamientos...

Sin embargo, Bolzano observa que estos mismos conjuntos pueden, al mismo
tiempo, presentar otro tipo de relacién, lo que constituye la diferencia de-
cisiva entre los criterios de Bolzano y Cantor para la comparacién de con-
juntos infinitos.

[...] uno de los dos conjuntos puede contener al otro como una parte de si
mismo, de tal manera que las multiplicidades a las que se reducen, cuando
vemos todos los miembros como individuos intercambiables, pueden estar

en las mds variadas relaciones... (Bolzano, 1851, pp. 64-65).

Para Bolzano, el criterio obvio para comparar dos conjuntos se debe ba-
sar en el segundo tipo de relacién, es decir, en la relacién parte-todo
entre los conjuntos. Para reforzar su argumento, presenta varios ejem-
plos, tomemos uno:

[...] el conjunto de cantidades (nimeros reales) entre 0 y 5 es claramente
infinito, lo mismo que el conjunto de cantidades entre 0 y 12. Por supuesto,
el segundo conjunto es mayor que el primero; en realidad, éste es s6lo una
parte de aquél [...] si x denota cualquier cantidad entre 0 y 5 y si fijamos la
razén entre x y y mediante la ecuacién “5 y = 12 x”, entonces y es una can-
tidad entre 0 y 12, y reciprocamente, dada la cantidad y entre 0 y 12, la
cantidad x estard entre 0 y 5 (Bolzano, 1851, p. 65).
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Claramente, la ecuacién establece una correspondencia uno-a-uno entre
los dos conjuntos; sin embargo, concluye Bolzano, del solo hecho que dos
conjuntos A y B estén relacionados de manera que, mediante una regla, a
cada miembro de A le corresponda un miembro de B y reciprocamente,
nunca justifica el que concluyamos /a igualdad de sus miembros cuando estos
son infinitos (p. 67).

Sefialemos aqui un hecho crucial: para Bolzano dos conjuntos abs-
tractos pueden estar en correspondencia uno-a-uno entre ellos y sin em-
bargo esto no significa que sean equinumerosos porque bien puede ocurrir
que uno de ellos esté contenido como subconjunto propio del otro. La
posibilidad de establecer una correspondencia uno-a-uno aparece como
una caracteristica (paraddjica) de los conjuntos infinitos que, a pesar de
esto, pueden no ser equinumerosos. Esta posicién distingue definitiva-
mente los trabajos de Bolzano y Cantor. Para Cantor (al igual que para
Dedekind), la relacion parte-todo define a los conjuntos infinitos y el “ta-
mafio” (y orden) de los conjuntos infinitos se basa en su cardinalidad, una
medida del “nimero de elementos” de un conjunto. Si es posible estable-
cer una correspondencia uno-a-uno entre dos conjuntos, entonces éstos
tienen la misma cardinalidad y, por ende, son equivalentes.

Evidentemente, la situacién paradéjica que rodea la comparacién de
conjuntos infinitos es una preocupacién central en esta obra que se puede
apreciar en el siguiente pdrrafo:

Estoy lejos de negar que un aire paraddjico rodea estas afirmaciones. Su
origen hay que buscarlo en la circunstancia de que la relacién mencionada
entre dos conjuntos, en términos de acoplamientos, realmente es suficiente,
en el caso de conjuntos finitos, para establecer la perfecta equimultiplicidad
de sus miembros [...] Se crea entonces la ilusién de que esto mismo debe

cumplirse cuando los conjuntos son infinitos (Bolzano, 1851, pp. 67-68).
Hemos mencionado ya que uno de los principales obstiaculos para

conceptualizar los conjuntos infinitos surge del hecho de que nuestros
esquemas intelectuales, estructurados a partir de una experiencia finita,
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simplemente se extienden y extrapolan, de tal manera que los conjuntos
infinitos reciben el mismo tratamiento que los finitos. Por ejemplo, recor-
demos el argumento de Salviati en Dos nuevas ciencias de Galileo:

Salviati: Esta es una de las dificultades que sobrevienen cuando intenta-
mos, con nuestras mentes finitas, discutir el infinito, asigndndole aquellas

propiedades que damos a lo finito y limitado... (Galilei, 1638, p. 31).

Bolzano se percata de este hecho pero sélo parcialmente, ya que no acepta
extender el criterio de la biyeccién para establecer la equinumerosidad en-
tre dos conjuntos infinitos pero, sin embargo, la relacién parte-todo si le
permite afirmar que uno de los dos conjuntos es mayor que el otro, tal y
como sucede con los conjuntos finitos.

Sobre la predominancia de un criterio de especificacién sobre la
numerosidad ain en presencia de una biyeccidn entre conjuntos infinitos,
veamos lo que dice Bolzano:

[para asegurar que dos conjuntos infinitos son iguales] es insuficiente que
se puedan aparear los términos de uno con los del otro... La conclusién no
serd posible a menos que los dos conjuntos tengan idénticos términos de
especificacién... si no cuidamos este punto, podemos llegar al absurdo en

los calculos que involucran al infinito (Bolzano, 1851, p. 67).

La aritmética del infinito

Avanzando en el ensayo de Bolzano, encontramos algunos intentos por
definir una aritmética del infinito, es decir, Bolzano analiza la posibili-
dad de introducir una cierta operatividad con el infinito, pero al no con-
tar con un concepto que “cuantifique” los conjuntos infinitos, como lo
serfa la cardinalidad en Cantor, el problema de la aritmetizacién del in-
finito queda planteado en términos reminiscentes de la teoria de las pro-
porciones de Eudoxio:
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Debo confesar que la sola idea de un cédlculo con el infinito tiene la aparien-
cia de ser contradictoria, puesto que tratar de calcular cualquier cosa signi-
fica, después de todo, intentar una determinacién de ella en términos de
numero. Pero, ;cémo podemos esperar la determinacién numérica del infi-
nito —ese mismo infinito que de acuerdo a nuestra propia definicién se con-
cibe como un conjunto con una infinidad de miembros, un conjunto mds
grande que cualquier nimero y por eso mismo incapaz de ser determinado
por un dato numérico? Estos escripulos se disipan cuando al reflexionar
nos encontramos que un cilculo correcto con el infinito no es una determi-
nacién numérica de lo que no es numéricamente determinable, sino sélo
persigue determinar la razén entre un infinito y otro; algo que en ciertos

casos puede hacerse (Bolzano 1851, p. 78).

Dos hechos sobresalen en este parrafo: en primer lugar, cuando Bolzano
habla de determinar la razén entre un infinito y otro, estd aceptando que
existen infinitos distintos; esta posicién es esencialmente diferente a la de
sus antecesores, en particular a la de Galileo. Recordemos la paradoja de
Galileo: en su tltimo trabajo cientifico, Dos nuevas ciencias, hace dos enunciados
aparentemente contradictorios sobre los nimeros enteros positivos. Pri-
mero, que algunos nimeros son cuadrados perfectos, mientras que otros
no lo son; luego entonces, todos los nimeros, incluyendo los cuadrados y
los no-cuadrados, son mis numerosos que sélo los cuadrados. Y sin em-
bargo, para cada cuadrado hay exactamente una raiz cuadrada, y para cada
nimero hay exactamente un cuadrado; luego entonces, no puede haber
mis de los unos que de los otros. Galileo concluye que los conceptos de
menor, igual y mayor se pueden aplicar inicamente a los conjuntos finitos
y que no tienen sentido en el contexto de los conjuntos infinitos. En efec-
to, en Dos nuevas ciencias, Salviati contintia su argumento contra el trata-
miento del infinito por una mente finita (véase cita previa):

—pero pienso que esto es incorrecto, pues no podemos decir de las cantida-
des infinitas que sean la una mayor o menor o igual que la otra (Galilei,
1638, p. 31).
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En segundo lugar, Bolzano abandona definitivamente la idea de defi-
nir la equinumerosidad de conjuntos en términos de una relacién uno-a-
uno, una nocién que en Cantor serd medular, para plantear el problema de
la aritmetizacién del infinito en términos de una teoria de proporciones.

Segun Cantor, en el trabajo de Bolzano:

[...] faltan tanto el concepto general de potencia de un conjunto, como un
concepto preciso de nimero de elementos [...] ambos aparecen en forma
germinal en varios lugares [...] pero no los trabaja con suficiente claridad,
[...] lo cual explica varios errores contenidos en este valioso ensayo (Can-
tor, 1883, p. 78).

Es interesante ilustrar con algunos ejemplos el tipo de operaciones con el
infinito que propone Bolzano. Veamos el siguiente ejemplo, tomado de
Las paradojas y situado en el terreno numérico:
Si escribimos la sucesién de los nimeros naturales en la forma
1,2,3,4,..,n,n+1,..in inf.
entonces el simbolo

1+2+3+4+...+n+(n+1)+.ininf.

representard la suma de estos nimeros naturales; y el simbolo
lo+20+3°+ 404+ . +n°+(n+1)°+..ininf

cuyos sumandos son todos unidades, representard el conjunto (to-
talmente desestructurado) de todos los nimeros naturales. Si deno-

tamos este ultimo por N, tenemos la ecuacién simbdlica
le+20+30+ 40+ . +n°+ (n+1)°+..ininf= N (1)

y si denotamos el conjunto de nimeros naturales desde (n + 1)

por N, construimos la ecuacién simbélica

(n+1)°+(n+2)°+(n+3)°+..ininf=N (2)
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restando, tenemos la ecuacién irreprochable
le+20+3°+4°+ .. +n°=n=N -N (3)

de donde concluimos que dos cantidades infinitas pueden tener una
q p

diferencia finita. Si, por el contrario denotamos la cantidad que re-

presenta la suma de todos los nimeros naturales por S , o escrito en

forma simbdlica
1+2+3+4+ . +n+(n+1)+.ininf=§_ (4)

no tendremos duda en aceptar que S_ debe ser mucho mayor que
N_; pero nos seria menos ficil establecer exactamente la diferencia
entre estas dos cantidades infinitas o ain su razén geométrica. Por-

que si tratamos de escribir la ecuacién

S,= N, (N, + 1)

2

por analogia con el caso finito, (...) no podemos validarla, ya que no tiene
sentido hablar de una serie infinita con ultimo término con valor N, ...

Sin embargo, de la ecuacién (4) podemos obtener, multiplicando por N,

1°N +2°N +3°N +..+n°N +...ininf. = N ?
o o o o o

1°N2?+2°N2?+3°N2+...+n°N %+, ininf. =N 3
o o o o o

lo cual nos convence de que existen cantidades infinitas de 6rdenes supe-
riores, tales que unas exceden a las otras una infinidad de veces. La existen-
cia de cantidades infinitas que se hallan en una razén dada, racional o
irracional, digamos a a : B, se sigue del hecho de que si N denota
cualquier cantidad constante infinita, entonces a Ny # N_constituyen
un par de cantidades que también son infinitas y se hallan entre ellas en
la razén o : B (Bolzano, 1851, pp. 78-80).
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Aunque Bolzano insiste en que sus representaciones son
meramente simbdlicas, no podemos pasar por alto el hecho de que
estd asignando simbolos precisos y, en cierta forma cuantificados, a
los distintos 6rdenes de infinito. Sin duda éstos son los precursores
de los alef de Cantor, ya que el N estd asociado con el conjunto de
los nimeros naturales concebido como un todo de unidades idénticas
e indistinguibles; hasta este momento, ésta es la idea mds cercana a
la cardinalidad del conjunto.

Cuando Bolzano analiza conjuntos infinitos de numeros reales es-
tablece un criterio “métrico” de comparacién al identificar los nimeros
reales con los puntos de la recta. En este sentido, la distancia entre dos
puntos es una medida del tamafio del conjunto de puntos (y de nimero
reales) contenido entre ellos. Veamos el siguiente ejemplo que presen-
ta Bolzano:

No es menos evidente que el conjunto de las cantidades que se hallan
entre dos dadas, digamos 7 y 8, depende sélo de la distancia 8 - 7 y, por
tanto, serd necesariamente igual a cualquier otro cuya distancia sea igual
-y esto a pesar de que es un conjunto infinito y por tanto imposible de
determinar por medio de un nimero, no importa qué tan grande éste
sea—. Bajo esta hipdtesis y denotando el conjunto de todas las cantidades

entre a y b por:

mult (b-a)

debe haber ecuaciones no-numéricas de la forma
mult (8-7)= mult (14-13)
y también de la forma
mult (b-2) : mult (d-c) = (b-a) : (d-¢)

contra cuya validez no hay objeciones fundadas [...] Lo anterior valida
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la posibilidad de calcular con el infinito (Bolzano 1851, pp. 80-81).
Los conjuntos de puntos bajo la concepcién de Bolzano, estin car-
gados de significado geométrico. La percepcién de las caracteristicas
geométricas de las regiones asociadas a un conjunto dado resulta
determinante para establecer el orden de magnitud que Bolzano atribuye
a dicho conjunto; el siguiente es un ejemplo claro de ello:

Sea E el conjunto de puntos que se hallan entre a y b, incluidos éstos, y sea
el segmento ac un segmento de longitud n tomando ab como unidad. El
conjunto de puntos del segmento ac, incluidos sus extremos, serd entonces
igual a nE - (n-1). El conjunto de puntos de la superficie de un cuadrado de
lado 1, incluyendo su periferia, serd igual a E2 [...] El conjunto de puntos
del volumen de un cubo de lado 1, incluyendo la periferia serd E3. [...]
Debemos atribuir a una recta bilateralmente una longitud infinita y un conjunto
de puntos infinitamente mds grande que el conjunto de puntos del seg-
mento unitario E (Bolzano, 1851, p. 134).

A este respecto, recordemos las respuestas que dan los estudiantes ante la
comparacién entre los conjuntos de puntos de dos segmentos de diferente
longitud y de un segmento y la superficie de un cuadrado (véase por ejem-
plo Waldegg, 1987, 1993b y 1996, y Arrigo y D’Amore, 1999) que reflejan
una concepcién semejante a la de Bolzano en el sentido de que las carac-
teristicas geométricas de las figuras en cuestién determinan el “tamafio”
de los conjuntos de puntos asociados a ellas. Los estudiantes suelen cen-
trar su atencién en aspectos métricos, estableciendo una proporcionalidad
directa, a la manera de Bolzano, entre cantidad de puntos y medida.

Reflexiones finales

Hemos querido mostrar, con cierto detalle, la obra de Bolzano porque, por
una parte, representa una ruptura con las concepciones anteriores acerca
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del infinito que preludia el tratamiento cantoriano de los conjuntos
y de los numeros transfinitos, al igual que la teoria de numeros de
Dedekind. Y, por otra parte, permite apreciar ciertas coincidencias
entre sus respuestas y las de los estudiantes detectadas en varios estudios
experimentales.

A lo largo de este trabajo, hemos sefialado algunos puntos de coinci-
dencia entre el desarrollo del concepto en el individuo y en la historia. De
ninguna manera pretendemos con esto demostrar que existe una recapitu-
lacién de la filogénesis en la ontogénesis.* Las discusiones sobre esta tesis
histérico-pedagégica “deben ser promovidas entre historiadores, epistemélogos,
psicologos, antropélogos y educadores de la matemitica” (Furinghetti y Radford,
2002, p. 650). Nuestro objetivo es tan sélo el de identificar los patrones de
razonamiento de eminentes matemdticos del pasado que son homdélogos a
los del estudiante de hoy, y que no siempre son detectados por el profesor.
Dicho anélisis ayudard a los investigadores y educadores de la matematica a
disefiar mejores estrategias para aprehender conceptos relacionados con el
infinito.

Los diferentes esquemas de respuesta en el marco de la historia co-
rresponden a niveles crecientes de abstraccién y generalidad en el desarro-
llo del concepto. Cada nivel supone la reorganizacién y reestructuracién
de los conocimientos alcanzados en los niveles precedentes, logradas a través
de una constante interaccién entre el sujeto y el objeto de conocimiento.

Esta es una llamada de atencién al maestro, no para que reproduzca
en sus estrategias diddcticas las respuestas dadas en la historia, sino para
que comprenda ciertos mecanismos de aprehensién de los conceptos que
dan racionalidad tanto a las respuestas de sus estudiantes como a las difi-
cultades a las que se enfrentan. Tratamos de imaginar cémo el estudiante
encara el concepto totalmente formalizado de Cantor. Ambas soluciones
al problema de la comparacién de conjuntos infinitos tienen dimensiones
paradéjicas: el criterio de Bolzano, basado en la correspondencia parte-

# Para una discusién exhaustiva sobre este punto, véase Sfard (1995) y Furinghetti

y Radford (2002).
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todo, es mds “intuitivo” pues es mds cercano a experiencias (finitas)
concretas (de hecho corresponde al pensamiento prevaleciente en
ese momento histérico, y al sentido comun de todos los tiempos).
Por otra parte, una relacién uno-a-uno es menos visible. La solucién
cantoriana s6lo pudo alcanzarse por un desprendimiento total del
significado y la intuicién y, en ese sentido, representa un corte
epistemoldgico; su solucién es por ende mds problemdtica y dificil
de entender, pero fue bien aceptada una vez que se probé su potencial
en el campo matemdtico.

El acercamiento de Bolzano fue mds intuitivo y “menos paraddjico”, y
pudo asi evitar ese corte epistemolégico. Sin embargo, resulté ser inviable
por la imposibilidad de desarrollar una operatividad satisfactoria. Como
le sucedié con sus intentos por demostrar el quinto postulado de Euclides
(véase Waldegg, 2001), Bolzano antepuso su concepcién ontolégica, basa-
da en la preexistencia de los objetos matemdticos y quiso derivar de ella la
naturalidad de los conjuntos infinitos.

Waldegg, G. (2005). “Bolzano’s approach to the paradoxes of infinity:
Implications for teaching”, Science & Education, 14: 559-577.

Traduccion: Juan Carlos Garcia Palmeros, DIE-Cinvestav.
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Resumen: En este articulo discutimos los origenes y la evolucién del rigor
en matemdticas desde la perspectiva de la creacién de objetos matematicos.
Proporcionamos algunos ejemplos de los momentos clave en el desarrollo de
la matemdtica que apoya nuestra tesis, a saber, que la naturaleza de los obje-
tos matemdticos es co-sustancial con los desarrollos operacionales que los

acompafian y que determinan la normatividad a la que estdn sujetos.

El desarrollo histérico y la normatividad
de los objetos matematicos

n algin punto de nuestro desarrollo intelectual, la experiencia ma-
temdtica nos ha llevado a preguntarnos si estamos ante un conoci-
miento “verdadero”. Esta sensacién se refuerza cuando entramos
en contacto con las pruebas matemadticas, casi siempre durante las
clases de geometria elemental. Mucho tiempo después —creo— encontra-
mos una pregunta inquietante: ;De qué verdad habla la matemdtica? Este
interés surge porque nuestra imagen tradicional de “verdad” se refiere a
una aparente correspondencia entre las construcciones intelectuales y el
mundo exterior que generalmente llamamos “realidad objetiva”. Resulta
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entonces inevitable que nos preguntemos a qué realidad se conforman nuestras
afirmaciones matemadticas, qué objetos son los que se manifiestan y cuéles
criterios son los que juzgan la verdad de esos predicados.

Para hablar de los objetos matemiticos y del rigor, debemos simulta-
neamente considerar el punto de vista histérico y el punto de vista nor-
mativo. Desde estas perspectivas, definiremos dos principios metodoldgicos
que se ejemplificardn en el curso de este documento. El primer principio
sostiene que el objeto matemdtico no puede estar separado de su normatividad.
Por normatividad, nos referimos a los criterios de validez en relacién con
las acciones que conducen a la construccién del objeto matemaitico, y a
las acciones y operaciones que pueden ser vilidamente realizadas en el
objeto construido. Sostenemos que el objeto, las acciones implicadas en
su construccién y las operaciones que se pueden realizar con validez so-
bre éste no pueden estar disociados entre si. A lo largo de la historia, asi
como lo argumentaremos en este documento, los intentos para separar a
los objetos de su normatividad (muchas veces guiados por “lo que deben
ser”) han llevado a las matemdticas a situaciones de crisis. El segundo
principio niega la posibilidad de explicar cierto nivel de organizacién del
conocimiento al reducirlo a un nivel inferior. Basindonos en la idea de
que la creacién de un objeto matemdtico es un proceso histérico —desde
la epistemologia—, podemos decir que las explicaciones de los procesos
cientificos son posibles si el nivel inferior del desarrollo conceptual se
explica desde el nivel superior.

Nuestro primer ejemplo

El objeto matematico no puede estar disociado de las formas de interven-
cién operacional que son posibles con él y en él. En ciertas instancias alta-
mente importantes, la exploracién por medio de los campos operacionales
ha sido tan profunda como el hecho de modificar el mismo curso de las
matemadticas. Tal vez fue ese momento el que se conoce como “la crisis de
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lo inconmensurable” en la Escuela Pitagérica.! Trabajar bajo la visién de
que se veia al mundo organizado sobre la base de los nimeros enteros y de
sus razones, los mismos pitagéricos erigieron un formidable obstdculo. Ellos
exploraron los campos operacionales de su concepto de nimero y los lle-
varon hasta los mismos limites, s6lo para encontrar ahi un resultado ines-
perado: la inconmensurabilidad de dos segmentos. Este hecho desarticulé
su concepto de las matemadticas y también, ya que los dos eran insepara-
bles, su concepto del mundo. El filésofo griego Proclo escribié que los
pitagéricos que hicieron este descubrimiento de la inconmensurabilidad
fueron sentenciados a muerte por via de un naufragio.

De esta manera, los pitagéricos decidieron no aceptar las consecuencias
de su razonamiento, rompiendo asi los lazos permanentes que existian
entre el objeto y sus campos operacionales. En otras palabras, al no aceptar
las consecuencias de las operaciones debido a que revelaban una propie-
dad de nimero que no estaba de acuerdo con sus preconcepciones, los
pitagéricos fueron forzados a modificar su nocién de nimero, excluyen-
do de este modo la representacién numérica de las magnitudes conti-
nuas (nota final iii). Esto condujo a una separacién entre la aritmética y
la geometria, entre el dominio de lo discreto y el dominio de lo conti-
nuo. Las repercusiones de esta decisién se sintieron durante un largo
periodo en la historia de las matemdticas que terminaron en el siglo XVI.
Volveremos a este punto mds adelante. Este ejemplo ilustra el hecho de
que incluso cuando las intervenciones operacionales se aceptaron como

! Algunos historiadores matemiticos dicen que no hay evidencia per se, de alguna
crisis en la Escuela Pitagérica del tipo que describimos aqui, ademds de una ob-
servaciéon anecdética de Proclo, mil afios después. Aun cuando uno crea que la
crisis era una especie de mito, el punto matemdtico de que el problema de la
inconmensurabilidad se resolviera de alguna manera existia y condujo a la separa-
cién de la aritmética y la geometria. No tenemos la intencién de “reconstruir” a
los antiguos matemdticos griegos, sino que simplemente exploramos las conse-
cuencias de romper los lazos entre los objetos matematicos y sus campos operacionales.
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una manera para construir el objeto, ain hay situaciones criticas que surgen,
umbrales que los matemdticos rehdsan cruzar a causa de las creencias
ontolégicas que ellos sostienen, previas al ejercicio operacional.

La organizacion de las matematicas

Desde un punto de vista epistemoldgico, el desarrollo histérico de las ma-
temdticas coincide con un incremento en sus niveles de organizacién. La
matemdtica euclidiana, por ejemplo, corresponde a un nivel mds temprano
que la de Hilbert; esto no significa que la matemitica hilbertiana® estu-
viera latente dentro de Euclides, aunque ciertas semejanzas, asi como ciertas
divergencias, entre estos dos campos de racionalidad deben ser reconoci-
das. Es evidente que éstas corresponden a dos estilos radicalmente dife-
rentes de la prictica matemadtica y de la conceptualizacién (y en eso radica
la divergencia); no obstante, en los intentos espontineos de explicar las
relaciones entre estas dos teorias, hay una tendencia de hablar del nivel
superior al reducir su nivel de complejidad y al bajar sus elementos al ni-
vel inferior. De manera inversa, el nivel inferior encuentra su explicacién
cuando el superior lo asimila. En términos mds locales, esta necesidad de
explicar los fenémenos, recurriendo a un nivel superior de organizacién,
se puede ver cuando estudiamos una prueba que, por razones de compleji-
dad o longitud, ha sido dividida en series de proposiciones auxiliares. Un
buen ejemplo es la prueba del teorema que afirma que el producto de una
infinidad de espacios topolégicos compactos es compacto. La prueba se
halla en una serie de lemas previos, y culmina en un breve enunciado que
afirma que el teorema se pone a prueba al invocar los lemas previos (véase
cualquier texto de topologia). Aunque podemos entender cada una de las
partes, somos incapaces de librarnos de una sensacién de opacidad, de no

? Por matematica hilbertiana nos referimos a la re-organizacién axiomitica de Hilbert
de la geometria euclidiana.
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poder entender el teorema en cuestién. Esto se debe a que el significado
global se ha perdido al subdividir la prueba, y esto impone la necesidad de
interconectar las partes para recuperar el sentido del todo. No es tan sélo
un problema de 1égica formal, es una cuestién de intencionalidad de hacia
donde van los resultados preliminares. La evolucién de la dialéctica entre
el objeto y su normatividad es asi explicada como parte de la organizacién
global de las matematicas.

Nuestro segundo ejemplo:
los dominios locales de inteligibilidad

La organizacién global mencionada anteriormente se refiere a la matema-
tica en un momento de su desarrollo, cuando “detenemos” el proceso cons-
tructivo. La matemadtica en desarrollo obedece a una dindmica de organizacién
que al principio es local por naturaleza. Inicialmente, los objetos y las
situaciones no aparecen claramente trazados: el objeto aparece dentro de
una red de trabajo conceptual, equipado con un campo operatorio provi-
sional que es util para comenzar su exploracién. La historia de las mate-
méticas nos muestra que durante la evolucién de una disciplina se forman
nucleos conceptuales y la actividad matemdtica progresa alrededor de ellos.
Llamaremos a estos nicleos dominios locales de inteligibilidad. Considere-
mos un ejemplo tomado del cédlculo diferencial (nota final ii). Durante el
siglo XVII, se identificaron problemas de médximos y minimos con proble-
mas que implicaban el trazo de tangentes en puntos especiales sobre una
curva —dada a través de una expresién analitica. Este tipo de representa-
cién analitica permitié una expansién del universo de curvas en las que las
tangentes se podian trazar. De esta manera, surgié una organizacién local
con las siguientes caracteristicas:

Una curva descrita en términos de una ecuacién, y un campo operacional

que consiste, esencialmente, en “derivar” la ecuacién y en hacer este “deri-

vado” igual a cero.
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Cualquier texto que esté relacionado con la historia del cdlculo reve-
lard que este es el tipo de instrumento matemadtico usado por Fermat. Este
dominio local de inteligibilidad estd ligado al contexto proporcionado por
la geometria analitica; éste generaliza el problema de trazo de tangentes
por medio de una nueva representacién del objeto geométrico que tiene
que ser manipulado —la expresién analitica de la curva. La exploracién de
la derivada en este dominio local no requiere, en principio, de una defini-
cién formal del concepto que se tiene que explorar; mis bien, es sobre la
base del dominio local que el concepto se construye. En el caso que tene-
mos aqui, el trazo de las tangentes para las curvas convexas, el campo ope-
racional es suficiente. Sin embargo, surge un problema cuando tratamos
de trazar una tangente en un punto de inflexién.® Ahi, el campo operacio-
nal indica que la tangente es una linea recta que atraviesa la curva, pero el
concepto de una linea recta tangente derivado de las tangentes para las
curvas convexas “se opone” a tal generalizacién. Esta tension entre el cam-
po operacional y el concepto de tangente es reforzada por la independen-
cia ultima que adquiere el campo operacional con respecto a la concepcién
original de las tangentes. Nos vemos forzados, por lo tanto, a modificar la
idea que nos hemos hecho de la nocién, para hacer que se ajuste a las
nuevas situaciones reveladas por el campo operatorio. De esta manera, el
concepto original gradualmente adquiere un nivel superior de organiza-
cién, se vuelve mds abstracto, obtiene su independencia del contexto del
cual surgié y surge un grado mayor de compatibilidad con el campo ope-
racional. Por dltimo, esta actividad da origen a lo que llamamos el con-
cepto de derivada.

3 Los lectores bien versados con el cdlculo del siglo XVII pueden encontrar nuestra
exposicién en esta seccién “ahistérica”, porque estamos atribuyendo derivados o
diferenciacién a Fermat de una manera un poco rara. De nuevo, el punto de esta
exposicién es explorar las consecuencias de los problemas que surgen de la cons-
truccién de tangentes en puntos de inflexiones. Algunos historiadores expresan
que Leibniz traté este de manera muy correcta desde su primer articulo sobre el
cilculo en 1684.
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Nuestro tercer ejemplo: la organizacion euclidiana

La teoria del conocimiento propuesta por Aristételes definia los obje-
tos matemadticos como un resultado de la abstraccién de objetos de la na-
turaleza. La tesis de que cualquier cuerpo de conocimiento, sobre el curso
de su desarrollo, tiende hacia una busqueda de sus principios se traducia,
después de un esfuerzo considerable, en el sistema cldsico euclidiano. La
intuicién geométrica (nota final vi) es desarrollada a partir de un conjunto
de acciones internalizadas, en donde el objeto fisico es captado por medio
del lenguaje. Los objetos matemdticos pueden tener un cierto grado de
autonomia légica pero, ontolégicamente, siguen siendo dependientes de
los objetos fisicos y, por consecuencia, son forzados a respetar los limites
impuestos por los segundos. Desde esta perspectiva, el objeto “magnitud
matemdtica” sigue estando subordinado al objeto “magnitud fisica”, de tal
manera que hay un control permanente, ontolégico, sobre los objetos de
las matemdticas euclidianas. Los postulados deben ser “evidentes por si
mismos”, propiedad que heredan de las condiciones materiales de donde
provienen. Estas consideraciones nos ayudan a entender por qué Euclides
hizo un esfuerzo considerable para mantener el postulado de las paralelas
en los mérgenes de su desarrollo axiomdtico de la geometria. De hecho,
decir que una sola paralela pasa a través de un punto externo a una linea
recta evade la verificacién experimental a través del objeto fisico corres-
pondiente. Ya que estamos analizando un postulado, es necesario que man-
tengamos en mente el problema ontolégico y, de manera consecuente, los
limites impuestos sobre los objetos matematicos. Como es bien sabido, la
primera cosa que hizo Euclides fue reemplazar la versién anterior del pos-
tulado de las paralelas con una versién que no mencionaba explicitamente
al infinito. El costo era muy alto: la nueva versién era muy extensa y com-
plicada, y daba la impresién de ser una proposicién que se podia deducir
de los postulados restantes. Esta decia:

Si una linea recta que cae sobre dos lineas rectas hace a los dngulos interio-

res del mismo lado menores que dos dngulos rectos, las dos lineas rectas, si
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se produjeran indefinidamente, se encuentran de ese lado, en el que estin
los dngulos, menores que dos dngulos rectos (Heath: Euclides. Los trece libros
de los elementos, 202).

Esto dio origen al deseo de simplificacién por parte de los estudiosos,
quienes decidieron tratar de mejorar esta nueva proposicién, en lugar de
aceptarla como “evidente por si misma”. La riqueza de las acciones simbé-
licas es mayor que la que se produce cuando uno se ocupa de los objetos
ontoldégicamente controlados, como en el caso de la geometria euclidiana.
En esa época, sin embargo, no se tenia conciencia de ese hecho, como se
podia ver por la bisqueda continua de una prueba, lo cual, aun cuando
ocupaba un lugar formal, intentaba dejar evidencia de la naturaleza euclidiana
del espacio. La estructura formal no era tematizada (ver la nota final iv)
como objeto de investigacién. La historia de estos esfuerzos es muy, muy
larga, y cubre mds de veinte siglos —garantia inequivoca de que estamos
enfrentando un problema principal del conocimiento. El resultado de este
proceso ha sido el desarrollo de las geometrias no-euclidianas.

Las estructuras como objetos

La aproximacién al problema de las paralelas cambié a principios del siglo
XVIIL. El nuevo enfoque sustituyé al quinto postulado, con una de las for-
mas adoptada por su negacién —es decir, mds de una paralela pasa a través
de un punto externo a una linea recta. Ademds, los otros postulados se
conservaban. El trabajo de Saccheri (1667-1733) y, en un menor grado, el
de otros geémetras, tuvo lugar durante este periodo. El objetivo era desa-
rrollar las consecuencias del nuevo sistema axiomdtico hasta que surgiera
una contradiccién. La contradiccién se atribuiria a la presencia de una
hipétesis absurda (a una negacion del quinto postulado). La hipdtesis me-
tafisica —es decir, la creencia en la naturaleza euclidiana del espacio— se-
guia pesando mucho en la interpretacién: la contradiccién vendria de lo
absurdo, de una hipétesis que iba en contra de las intuiciones de los geémetras
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acerca del espacio. Ya que las reflexiones de los matemdticos alimentaban
su interés en el sistema de las relaciones proporcionadas por el sistema
axiomdtico, se hizo patente gradualmente, una debilidad en el control
ontolégico sobre el objeto matemdtico y, al mismo tiempo, hubo un
reforzamiento en el rol de la estructura del sistema como un todo. De esta
manera, el objeto dejé de ser visto como el resultado de una abstraccién
empirica y gradualmente se le vio determinado por el sistema de relaciones en
el que estaba involucrado. Fue ahi, en el sistema de las relaciones, donde se
creé el nuevo significado matemadtico de los términos. Esta situacién opone la
concepcién realista de las matemdticas euclidianas a la posicién constructivista
en la cual las matemadticas surgen como resultado de /a actividad construc-
tiva del sujeto, y no como un reflejo mecdnico de una realidad que las
trasciende. Los objetos matemdticos son asi objetos conceptuales que sir-
ven como sustratos y nucleos organizadores de la actividad matemadtica.

Si estos geémetras, incluido Saccheri, suponian que la prueba de con-
sistencia implicaba la naturaleza euclidiana del espacio, era porque habian
cambiado inconscientemente las reglas del juego; en realidad, habian ele-
gido un control simbélico total de los objetos. Subyacente a todo esto es-
taba la hipétesis de que la estructura formal del sistema euclidiano podia
imponer sus dictados a la ontologia. Este desplazamiento en la concep-
ci6én de la actividad matemadtica marca, definitivamente, la tematizacién de
la estructura como un objeto de estudio. Gauss indicé este cambio en las
reglas en términos explicitos. Separé el problema de la consistencia del
sistema axiomdtico, del problema de la naturaleza del espacio fisico. En
1824, considerando la suma de los dngulos en un tridngulo, escribié lo
siguiente a su amigo Taurinus:

[...] pero la situacién es bastante diferente en la segunda parte, que la suma
de los dngulos no puede ser menor a los 180 grados; este es el punto critico,
el arrecife sobre el que suceden todos los naufragios [...] la suposicién de
que la suma de los tres dngulos es menor a los 180 grados nos lleva a una
geometria curiosa, bastante diferente de la nuestra (la euclidiana) pero com-

pletamente consistente que he desarrollado a mi entera satisfaccién, de modo
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que puedo resolver cada problema de ella, con la excepcién de la determi-
nacién de una constante, la cual no se puede designar a priori [...] los teo-
remas de esta geometria parecen ser paraddjicos y, para los novatos, absurdos;
pero la reflexion serena, calmada, revela que no contienen nada que pueda
ser imposible. Por ejemplo, los tres dngulos de un tridngulo se vuelven tan
pequefios como uno lo desee, sélo si los lados se toman lo suficientemente
largos; sin embargo, el drea del tridngulo nunca puede exceder un limite
definido sin considerar qué tan grandes se tomen los lados [...] todos mis
esfuerzos para descubrir una contradiccién, una inconsistencia, en esta geometria
no-cuclidiana no han tenido éxito, y algo que se opone a nuestras concep-
ciones es que, si esta [forma de geometria] fuera verdad, debe existir en el
espacio una magnitud lineal determinada por si misma pero desconocida
por nosotros. Pero me parece que sabemos [...] muy poco de la verdadera
naturaleza del espacio, para considerar como un imposible absoluto algo
nos parezca tan poco natural... (Greenberg, 1974, pp. 142-144).

Uno de los resultados aparentemente absurdos se refiere a la fé6rmula que
usamos para calcular el drea de un tridngulo. La suposicién de que mis de
una paralela pasa a través de un punto externo a una linea recta significa
que, dado un tridngulo con dngulos que miden (en grados) a, by ¢, su drea se
calcula por medio de la férmula: Area=k (180-(a+b+c)) donde k es una constante
positiva que no se puede determinar a priori. Esta férmula, permite afirmar
que, a diferencia de lo que sucede en la geometria euclidiana, el drea de un
tridngulo depende de la longitud de sus lados, justamente como explicé Gauss
anteriormente a Taurinus. Gauss tenia razén al pedir calma. El resultado es
sorprendente. Resulta interesante sefialar que Wallis intenté demostrar el
quinto postulado, agregdndole a los primeros cuatro postulados la hipétesis
adicional de que existian tridngulos con dreas arbitrariamente grandes. La
térmula del drea hiperbélica descubierta por Gauss demostré muy clara-
mente en dénde se puede hallar la equivocacién de Wallis. Podemos expli-
car la ilegitimidad de su hipétesis al progresar a un nivel superior de organizacién
en el campo de la geometria, como el logrado por Gauss. Las geometrias
no-euclidianas “borraron” el problema ontolégico de las matemaiticas. El
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concepto de modelo matemadtico se ubicé al frente. Pero podriamos tener
que tomar en cuenta que la palabra “modelo” se puede interpretar de dos
maneras diferentes: en primer lugar, como un “modelo ontolégico”, como se
interpreté a lo largo de la lucha con el quinto postulado.

Hoy, este es casi el mismo punto de vista entre los cientificos naturales,
quienes creen que la ciencia se estd aproximando gradualmente a un mejor
isomorfismo entre sus modelos y la realidad. Este es el punto de vista “inge-
nuo”. El otro es ver un modelo como una descripcién formal de la realidad
que produce resultados compatibles con la observacién. La semdntica de
estos modelos viene de la correspondencia entre el modelo y los experimen-
tos. Por supuesto, uno puede trabajar “olvidindose” de estos puntos de vista,
pero entonces uno puede entrar a un laberinto, como fue el caso con la geo-
metria no-euclidiana. Aqui podemos ver un profundo obstdculo para la aparicién
de la geometria no-euclidiana. La clave estd en la distincién entre la onto-
logia y la consistencia primero y luego entre la ontologia y la nocién de un
modelo a posteriori. Al hacer estas consideraciones, recordamos el Theorema
Egregium de Gauss (ver la nota final v). Partiendo de este resultado es ficil
afirmar que Gauss vio més alld que sus contempordneos y temia (habria que
analizar aqui rasgos de su cardcter, pero eso estd mds alld de nuestras posibi-
lidades) que una lectura que no fuera suficientemente profunda, podria ge-
nerar polémicas indeseables. Gauss escribié esto a Taurinus:

Todos mis esfuerzos por descubrir una contradiccién, una inconsistencia,
en esta geometria no-euclidiana no han tenido éxito, y una de las cosas que
se opone a nuestras concepciones es que, si fuera verdad, debe existir en el
espacio una magnitud lineal determinada por si misma (pero desconocida

para nosotros).

Nos parece que al poner estas lineas al lado del Egregium, Gauss sabia
entonces que la curvatura era la clave para comprender ese problema. La
medicién de las distancias es la actividad instrumental para “descubrir” la
naturaleza de un espacio (matemitico); es el Egregium lo que nos permite
escribir este comentario. Con la curvatura gaussiana, podemos re-definir
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la cuestién de la naturaleza euclidiana del espacio. De hecho, la presencia
de la curvatura resuelve simultineamente el problema ontolégico y la con-
sistencia, presente en esta investigacién sobre la naturaleza del espacio.
La curvatura formula el problema en un nivel superior y sugiere el transi-
to de (al menos algo cercano) la imagen conceptual a la definicién formal
(matemitica) del espacio. El siguiente ejemplo es una respuesta a la sepa-
racién entre la aritmética y la geometria, ocasionada por la crisis pitagérica.

El concepto de cantidad para Stevin

El trabajo matemitico de Simon Stevin, que contiene la mayor parte de sus
contribuciones teéricas, es L'Arithmetique, publicado en 1585 (ver la nota
final vii). En el primer volumen, Stevin presenta una extension del concepto
de nimero que es sélo posible después de una ruptura explicita con la con-
cepcién euclidiana. Por medio de este nuevo concepto de nimero, Stevin
trata de dar fundamento a los procedimientos del célculo aritmético con la
notacién decimal, de reciente cufio en su momento (ver la nota final viii).
Stevin comienza su tratado con las siguientes definiciones:

Definicién 1: La aritmética es la ciencia del nimero

Definicién 2: El nimero explica la cantidad de cada cosa

La definicién 2 contiene el gran cambio que Stevin introdujo en la con-
cepcién de numero (Stevin, L'Arithmetique, p. 1) con respecto a las ma-
temdticas euclidianas. Para Aristételes, el nimero es una cantidad X, mientras
que para Stevin, el nimero es el medio por el cual se evidencia la canti-
dad (cantidad que seria una propiedad de las cosas). Sefialemos esta di-
ferencia: Para ambos autores, la cantidad es un concepto abstraido —en
un primer nivel de representacién— de ciertas propiedades de objetos ma-
teriales (su “ser cuantitativo”), pero mientras Aristételes coloca al nu-
mero y a la magnitud en este primer nivel, Stevin pasa a un segundo
nivel de representacién en el que el nimero “habla” del nivel precedente.

146‘ Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg



Objetos matematicos y la evolucion de rigor

El nimero, para Stevin, no sélo se refiere a la cantidad que puede con-
tarse, sino también a la cantidad que puede medirse, lo que implica un
cambio en las acciones asociadas con el nimero: no sélo se usa para con-
tar sino también para medir.

Ademis de este nuevo concepto de nimero, cuyo objetivo era estable-
cer una identificacién al tratar cantidades discretas y continuas, Stevin
tiene que indicar, de manera explicita, importantes diferencias con res-
pecto al nimero en las matemadticas griegas.

a) La unidad (numérica o geométrica, tratadas ahora como idénticas) es
ndmero.

b) La unidad es indefinidamente divisible.

¢) Las partes de la unidad son, a su vez, nimeros.

De manera directa, Stevin obtiene de estas premisas una extensién del
dominio numérico que incluye ahora a la unidad y a las fracciones de uni-
dad. Pero esta no fue la Gnica extensién que él introdujo, ya que extendid
la clausura de las operaciones aritméticas griegas a las operaciones de ex-
traccién de raices, incorporando asi las raices de los nimeros (racionales e
irracionales), y todos los nimeros que resultan de las operaciones algebraicas
con nimeros positivos.

En segundo lugar, Stevin dispone de la dicotomia entre lo discreto y
lo continuo de la cantidad al rechazar la “discretez” del nimero como una
caracteristica de su esencia: “El nimero no es una cantidad discontinua”
(L'Arithmetique, p. 2). El nimero, como una entidad aislada, es “continuo”
en el sentido aristoteliano, ya que se puede dividir indefinidamente y, de
cualquier manera, hereda las caracteristicas de continuidad o discretez de
lo que se esté cuantificando. Por ejemplo, si hablamos de un caballo, el
nimero uno es discreto, sin embargo, si hablamos de un metro, el nimero
uno es continuo (nota final ix). Con esta formulacién, lo continuo y lo
discreto dejan de ser categorias ontolégicas; la discusién de este punto
estd circunscrita al campo de las matemdticas, donde se cuantifican las

propiedades de los objetos.
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En tercer lugar, la unidad ya no tiene el cardcter privilegiado que
tenfa en las matemadticas griegas, como el principio de generacion del nii-
mero. Con su formulacién, Stevin tiene que renunciar a la posibilidad de
tener un principio generativo absoluto y se obligé a buscar un funda-
mento extra légico para su concepto de nimero, es decir, un fundamento
externo a las matemiticas, localizado en el contexto fisico: la cantidad
de cada cosa. El trabajo de Stevin estd marcado por la prominencia de
las operaciones aritméticas y las acciones concretas para darle realidad al
nimero. Podemos hallar varios puntos en su trabajo —no donde él traza
los principios, sino en los argumentos adyacentes— donde esto se puede
apreciar. Veamos dichos puntos.

a) La esencia del nimero se halla en sus operaciones. La primera indica-
cién de que el concepto de nimero de Stevin estd condicionado por las
operaciones que se pueden realizar con él, se encuentra en un pasaje de
L'Arithmetique, donde Stevin argumenta a favor de la divisién de la uni-
dad. Negar la divisibilidad de la unidad, dice Stevin, es limitar la natura-
leza del nimero, la esencia que se muestra en las operaciones aritméticas
que muchos autores habian realizado al dividir la unidad, como lo hace
Diofanto (L'Arithmetique, p. 2).

Lo anterior da al nimero una existencia operacional, es decir, son las
operaciones que podemos realizar con nimeros las que determinan su na-
turaleza. Pero, ;dénde estdn las operaciones aritméticas? Imaginemos cé6mo
Stevin podria haber argumentado esto: E1 nimero explica la cantidad de
cada cosa. Las operaciones aritméticas, por ejemplo, las relaciones y trans-
formaciones de los nimeros, explican las acciones o transformaciones que
se realizan con las cosas (en tanto que se puedan cuantificar). Por lo tanto,
las operaciones aritméticas estin sustentadas por las acciones que realizan
en las cantidades. Las primeras, a la vez, constituyen la esencia del nime-
ro, de la misma manera que las acciones de medicién, comparacién, divi-
sién, transformacién, etcétera, son las que dan significado a la cantidad.
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b) Clausura del dominio numérico con respecto a las operaciones algebraicas.
Un paso muy importante hacia la ampliacién del dominio numérico con-
duce a la consideracién de que los resultados de las operaciones algebraicas
realizadas con los nimeros son nimeros. Stevin argumenta este punto de
dos maneras. El primer argumento, basado en la prictica de la medicién,
consiste en mostrar las magnitudes geométricas que se pueden asociar con
dichos resultados. El segundo argumento —usado repetidamente por Stevin—
tiene un cardcter extra-légico y fue duramente criticado en su tiempo. Veamos
este argumento como fue presentado por primera vez cuando Stevin argu-
menté que /a unidad es niimero.

QUE LA UNIDAD ES NUMERO. La parte es de la misma materia que el
todo. La unidad es parte de una multitud de unidades. Por lo tanto, la
unidad es de la misma materia que la multitud de unidades. Pero la ma-
teria de la que estd compuesta la multitud es nimero. Por lo tanto la
materia de la que estd compuesta la unidades numero (L'Arithmetique, p.

1) (ver las notas finales x y xi).

Este argumento presenta una clara ambivalencia con respecto a su nivel de
abstraccién. La primera premisa, “la parte es de la misma materia de su
totalidad”, se refiere a los objetos materiales, mientras que la segunda, “La
unidad es parte de la multitud de unidades”, se refiere a los objetos mate-
miticos y, de este modo, abstractos. El paso irrestricto de un nivel a otro
muestra el apoyo normativo que le da la realidad fisica al concepto de
numero para Stevin, quien sustenta su concepto de nimero sobre la base
de las operaciones que se pueden realizar con él, y las operaciones mismas,
encuentran su fundamento en las acciones que se pueden hacer sobre la
materia (en la medida que ésta se pueda cuantificar). La unidad de Stevin
no es el unico resultado de una abstraccién de objetos como cantidades
sino, principalmente, de toda la abstraccién de las acciones coordinadas
que se llevan a cabo en el proceso de la medicién de estos objetos.
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Conclusion

Hemos proporcionado algunos ejemplos de los momentos clave en el de-
sarrollo de las matematicas, los cuales apoyan nuestra tesis de que la natu-
raleza de los objetos matemiticos es co-sustancial con las invenciones
operacionales que los acompafan y que determinan la normatividad a la
que estdn sujetos. Los contextos de descubrimiento y de justificacién no
pueden estar separados, como traté de hacerlo el empirismo l6gico. A causa
de su poder sugestivo, nos gustaria traer a la memoria lo que Jean Cavaillés
(1947) escribié en la parte final de su libro sobre la l6gica y la teoria de la
ciencia (p. 43):

La teoria de la prueba exige una ontologia. Sin embargo, los patrones y los
puntos de referencia conceptuales que usan los matemdaticos como elemen-

tos de medicién en su trabajo, no constituyen una ontologia.

La historia de las geometrias no euclidianas es suficiente para mostrarnos
que dicha interpretacién seria inapropiada: inicialmente, la intuicién
geométrica comprende una serie de acciones internalizadas. Sin embargo,
como las acciones internalizadas son mds ricas que las acciones sensorio-
motoras (ver la nota final xii), ellas dan origen a las co-ordinaciones que
remplazan el espacio intuitivo y proveen el punto de inicio del espacio
representativo. La construccién de diferentes geometrias demostré la in-
capacidad de la concepcién intuitiva del espacio para agotar la actividad
operacional del sujeto. La matemdtica, como lo han sugerido varios estu-
diosos, no es meramente un cuerpo de conocimiento; es, sobre todo, una
actividad. Los diferentes niveles de organizacién y sus redes de significa-
dos constituyen el sustrato de esta actividad durante el desarrollo de las
matemadticas. Estas redes permiten interpretaciones de los fenémenos que
se tornan objetos de estudio. De esta manera, el desarrollo de la disciplina
corresponde a la construccién de teorias con capacidad de explicaciones
mids profundas.
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Notas finales

i Agradecemos al profesor Gil Henriques de la Universidad de Ginebra por su
esclarecedora discusién sobre varias secciones de este articulo. El articulo estd
dedicado a la memoria de Guillermina Waldegg.

ii Por ejemplo, Edwards, 1979, pp. 122-125.

iii Por ejemplo, las magnitudes matematicas Gnicamente pueden ser infinitos po-
tenciales (ver Moreno y Waldegg, 1991).

iv “The change from usage, or implicit application to consequent use, and
conceptualization constitutes what has come to be known ander the term
‘thematization” (Piaget y Garcia, 1989, p. 105).

v Ver Bonola (1995), pp. 43-51 o a Boi (1995), pp. 20-27.

vi No en el sentido usado por Brouwer, sino en el de Piaget 1950.

vii La primera parte de este volumen (L’Arithmetique) contiene definiciones, ope-
raciones y traslaciones con comentarios de los seis primeros libros de Diophantus’s
A‘lgebm. La segunda parte (La Practique d’Arithmetique) contiene problemas re-
sueltos.

viii Durante el mismo afio (1585), Stevin publicé un documento corto titulado La
disme on decimal notation and its arithmetics, que incluia el tratamiento de las
fracciones decimales. Este documento se incluyé en la primera edicién de
L'Arithmetique.

ix Nombre est cela, par lequel s’explique la quantité de chascune chose.

x Aritételes: Categorfas 1 b, 25.

xi QUE L'UNITE EST NOMBRE (en mayusculas en el original).

xii Ver Piaget (1979), p. 41.

Moreno, L.; Sriraman,B. y Waldegg, G. (2006). “Mathematical objects and the evolution of rigor”,
Medliterranean Journal for Research in Mathematics Education, vol. 5 (1): 17-28.
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de la operatividad de lo finito a lo infinito: (1 de diciembre de 1987)

Citada en:

* Nuifiez Errdzuriz, Rafael (1993). En dega du transfini. Aspects psychocognitifs sous-
Jacents au concept d’infini en mathématiques. Friburgo: Editions Universitaires Fribourg
(Contributions fribourgeoises en psychologie, vol. 4).
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- Gonzalez, Gloriana (1995). Students’ Notions of Infinity and their Remembrances of

Mathematics Classes: A Study with Latino Students. Tesis de maestria. Cornell University.

+ D’Amore, Bruno (1996). “El infinito: una historia de conflictos, de sorpresas y

de dudas. Un campo fértil para la investigacién en diddctica de la matemitica” en
Epsilon 36, pp. 341-360 (articulo de revisién del campo).

« Penalva Martinez, M. Carmen (1998). “El mapa cognitivo como recurso de in-

vestigacion en el estudio de casos” en Educacion Matematica, 10 (2) 5-22.

- Garbin Dall’Alba, Sabrina (2000). Infinito actual: inconsistencias e incoherencias de

estudiantes de 16-17 asios. Tesis doctoral. Universidad Auténoma de Barcelona,

pp- 349

« Garbin, Sabrina y Azcirate, Carmen (2002). “Infinito actual e inconsistencias:

Acerca de las incoherencias en los esquemas conceptuales de alumnos de 16-17
afios” Enserianza de las ciencias, 20 (1) 87-113.

« Sacristan, A. 1. (2003). “Dificultades y paradojas del intinito: experiencias en un

ambiente de exploracién computacional” en Filloy, E. (coord) Matemdtica educa-
tiva. Aspectos de la investigacion actual, pp. 262-279, México, Fondo de Cultura
Econémica/CINVESTAV, ISBN 968-16-7028-0.

Ingreso al CINVESTAV: 15 de mayo de 1981

Profesor Asociado A Sec. de Matemitica Educativa,

mayo 15 de 1981-junio 30 de 1983

Profesor Adjunto A Sec. de Matemitica Educativa,

julio 1o de 1983-abril 30 de 1984

Profesor Adjunto C, Sec. de Matematica Educativa,

mayo lo de 1984-diciembre 31 de 1987

Profesor Titular A, Sec. de Matemitica Educativa,

enero lo de 1988-septiembre de 1990

Investigador CINVESTAV 3-A, Sec. de Metodologia y Teoria de la Ciencia,

septiembre, 1990-1993

Investigador CINVESTAV 3-B, Sec. de Metodologia y Teoria de la Ciencia,

septiembre 1993-octubre 1997

Investigador CINVESTAV 3-B, Departamento de Investigaciones Educativas,

noviembre 1997-agosto 2002

Investigador CINVESTAV 3-C, Departamento de Investigaciones Educativas,
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agosto 2002-2005
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Estancias sabaticas

Profesor Titular 4 en la Universidad Iberoamericana. Maestria en Investigacién y
Desarrollo de 1a Educacién, México, DF. Enero 1997-febrero 1998

Profesor invitado en el Instituto Frangois Viete, Universidad de Nantes, Francia.
Septiembre 1998

Beca de Investigacion de la Fundacién Jean Piaget de la Universidad de Ginebra, en los
Archives Jean Piaget, Ginebra, Suiza. Octubre-diciembre de 1998

Areas de investigacion

Historia y epistemologia de la matemitica (conceptos fundamentales
del analisis: ndmero, continuidad e infinito)

Bases epistemoldgicas de la ensefianza de las ciencias. Constructivismo
en educacién

Uso de las tecnologias de comunicacién e informacién en la ensefianza
de las ciencias

2. Productos de investigacion y desarrollo

2.1 Articulos originales de investigacion
2.1 a) Publicados en revistas de prestigio internacional con arbitraje estricto:

1. Figueras, O.y G. Waldegg (1986). “La medicién en la escuela secundaria”, en
Cuadernos de Investigacion 2, Programa Nacional de Formacién y Actualiza-
cién de Profesores de Matemiticas, 13 pp., mis anexos, México.

2. Moreno, L.y G. Waldegg (1987). “El analisis matemitico y su aritmetizacién”,
en MATHESIS, 111 (1) 49-72, México.

Registrado en:
Roa, C.y H. Siever (1990). Bibliografia filoséfica mexicana, 1987,2 (2) 117. Méxi-
co: Universidad Nacional Auténoma de México, Instituto de Investigaciones
Filoséficas.

3. Waldegg, G. (1988). “Cantor y la matematizacién del infinito”, en MATHESIS, VI (1)
75-96, México.
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Registrado en:
FILOS Base de datos sobre Filosofia en México. Instituto de Investigaciones Fi-
loséficas, UNAM.

Resefiado en:
Frapolli, Maria (1992), en Modern Logic, 3 (1) 56-57

4. Moreno, L. y G. Waldegg (1991). “The Conceptual Evolution of Actual
Mathematical Infinity”, en Educational Studies in Mathematics 22 (3) 211-
231, Dordrecht, Holanda.

Citado en:

« Tsamir, Pessia y Dina Tirosh (1992). “Students’ Awareness of Inconsistent Ideas
About Actual Infinity”, en XVI PME Conference, vol. 3, p. 91.

- Nufiez Errdzuriz, Rafael (1993). En de¢a du transfini. Aspects psychocognitf sous-
Jacents au concept d'infini en mathématiques, Fribourg Suisse: Editions Universitaires

« Ferrer Sinchez, Joaquin (1994). “Intuitive Notions on Sequences in Pupils of
Secondary School”, en XvIIT PME Conference, p. 38.

- Falk, Ruma (1994). “Infinity: A Cognitive Challenge”, en Theory and Psychology,
4 (1) 35-60.

- Horng, Wann-Sheng (1995). “How did Liu Hui Perceive the Concept of Infinity:
A Revisit”, en Historia Scientiarum, vol. 4-3, 207-222.

- Gonzilez, Gloriana (1995). Students’ Notions of Infinity and their Remembrances of
Mathematics Classes: A Study with Latino Students. Tesis de maestria. Cornell University,
EEUU.

- Romero, C. (1996). “Una investigacion sobre los esquemas conceptuales del con-
tinuo. Ensayo de un cuestionario”, en Ensesianza de las Ciencias 14 (1) 3-14.

+ D’Amore, Bruno (1996). “El infinito: una historia de conflictos, de sorpresas y
de dudas. Un campo fértil para la investigacién en didictica de la matemdtica”.
en Epsilon 36, 341-360 (articulo de revisién del campo).

+ Mura, Roberta y Louice Maurice (1997). “Linfini, un ensemble de nombres?
Enquéte aupres de futurs enseignants et enseignantes”, en For the Learning of
Mathematics 17 (3) 28-35.

+ Romero Albadarejo, Isabel (1997). La introduccion del niimero real en la ensefianza
secundaria: una experiencia de investigacion-accion, Granada: Ed. Comares (Mathema).
ISBN 84-8151-436-5.

« Tsamir, Pessia y Dina Tirosh (1999). “Consistency and Representation: The
Case of Actual Infinity”, en Journal of Research in Mathematical Education, 30
(2) 214-219.
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« Arrigo, Gianfranco y D’Amore, Bruno (1999). “Lo veo pero no lo creo: Obs-
ticulos epistemoldgicos y didécticos en la comprensién del infinito actual”, en
Educacion Matemdtica 11 (1) 5-24.

+ Garbin Dall’Alba, Sabrina (2000). Infinito actual: inconsistencias e incoherencias de
estudiantes de 16-17 asios. Tesis doctoral. Universidad Auténoma de Barcelona,
pp- 349.

- Garbin, S. y Azcirate, C. (2000). “Esquemas conceptuales e incoherencias en
relacién con el infinito actual”, en Educacion Matemdtica, 12 (3) 5-18.

- Lakoff, G. & Nufiez, R. (2000). Where Mathematics Comes From. How the Embodied
Mind brings Mathematics into Being. N. York: Basic Books. ISBN 0-465-03770-4

« Tsamir, Pessia (2001). “When “The Same’ is not perceived as such: The case of
Infinite sets”, en Educational Studies in Mathematics, 48 (2-3) 289-307.

+ Monaghan, John (2001). “Young peoples’ ideas of infinity” en Educational Studies
in Mathematics, 48 (2-3) 239-257.

- Garbin, Sabrina y Azcdrate, Carmen (2002). “Infinito actual e inconsistencias:
Acerca de las incoherencias en los esquemas conceptuales de alumnos de 16-17
afios”, Enserianza de las Ciencias, 20 (1) 87-113.

- Sacristan, A. 1. (2003). “Dificultades y paradojas del intinito: experiencias en un
ambiente de exploracién computacional” en Filloy, E. (coord.) Matemdtica edu-
cativa. Aspectos de la investigacion actual, pp. 262-279, México, Fondo de Cultura
Econémica/CINVESTAV, ISBN 968-16-7028-0.

- Hitt, F. (2003). “El concepto de infinito: obstdculo en el aprendizaje de limite y
continuidad de funciones” en Filloy, E. (coord.) Matematica educativa. Aspectos de
la investigacion actual, pp. 91-111, México, Fondo de Cultura Econémica/CINVESTAV,
ISBN 968-16-7028-0.

- Goémez, B. (2003). “La investigacién histérica en diddctica de las matematicas”
en Investigacion en educacion matemdtica, Castro, Flores, Ortega, Rico y Vallecillos
(Eds.) Séptimo simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacién en educacién
matemadtica, Granada 11-13 septiembre 2003.

Registrado en:
Revista ZDM (Zentralblatt fur Didaktik der Mathematik) ZDM 92/5 C30-2850

5. Moreno, L y G. Waldegg (1992). “Constructivismo y educacién matematica’,
en Educacion Matematica 4 (2) 7-15, México. (Reproducido en La enserianza
de las matemdticas en la escuela secundaria. Lecturas. Programa Nacional de
Actualizacién Permanente SEP, México, 1995, pp. 49-66 y en La ensefianza de
las matemdticas en la escuela primaria. Lecturas. Programa Nacional de Actua-
lizacién Permanente SEP, México, 1995, pp. 27-39 y traducido al inglés por
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solicitud de la revista como: Moreno, L., Waldegg, G. (1993). “Constructivism
and Mathematical Education” en International Journal of Mathematical Education
in Science and Technology, 24 (5) 653-661, UK.). Traducido al portugués como
Moreno, L. Waldegg, G: “Constructivismo e Educagao Matemitica” en Ma-
temdtica (s)em rede. Formagio de acompanhantes locais da regido centro. Depar-
tamento do Ensino Secundirio, Lisboa, Portugal. Disponible en http://
membros.aveiro-digital.net/adam/oficina/textos/constructo.pdf

Citado en:

- CCH-UNAM (1993). Segunda aproximacion a la revision del plan de estudios del ba-
chillerato del cCH. Documento de trabajo. México.

- Radford, Luis (1994). “La ensefianza de la demostracién: aspectos tedricos y practicos”,
en Educacion Matemdtica, 6 (3) 21-36.

« Ontiveros, J. (1994). ;:Las matemdticas se inventan o se descubren? En Cuadernos
del Seminario de Epistemologia. México CCH-UNAM.

- Flores Martinez, Pablo (1995). Concepciones y creencias de los futuros profesores sobre
matemdticas, su enserianza y aprendizaje. Evolucion durante las prdcticas de enserian-
za. Tesis doctoral, Departamento de Didéctica de la Matemitica, Fac. de Cien-
cias de la Educacién, Universidad de Granada.

+ Ruiz, A. (1997). “Las posibilidades de la historia en la educacién matemaitica.
Una vision filoséfica”, en Boletin Informativo del Comité Interamericano de Educa-
cion Matemdtica, Disponible en http://euclid.barry.edu/~luna/bulletin2.html

* Scott, Patrick (1998). “Reflexiones relacionadas con la preparacién de profesores
de matemiticas”. Universidad Estatal de Nuevo México. Material policopiado.

- Ministerio de Educacién Nacional (1998). Matemdticas: Lineamientos curriculares.
Bogota: Cooperativa editorial magisterio. ISBN 958-691-067-9/958-691-050-4.

- Ministerio de Educacién Nacional (1999). Nuevas tecnologias y curriculo de mate-
maticas. Serie Lineamientos curriculares. Areas Obligatorias y Fundamentales.
Santa Fe de Bogota: Organizacién de Estados Americanos, Ministerio de Edu-
cacién Nacional de Colombia.

« Block, D.y A.M. Alvarez (1999). “Los nimeros en primer grado: Cuatro gene-
raciones de situaciones diddcticas”, en Educacion Matemdtica, 11 (1) 5-24.

- Villarraga, M. (1999). “Es importante la formacién de maestros de matemdticas de edu-
cacién bésica para el siglo XX1?”, Revista de la Facultad de Educacion, septiembre, num. 2.

« Block, D., Martinez, P., Déavila, M.,Ramirez, M, (2000). Usos de los problemas
en la ensefian za de las matematicas en la escuela primaria”, en Carrillo, J. Contreras,
L. C. (eds.). Resolucion de problemas en los albores del siglo XXI: una vision interna-
cional desde miiltiples perspectivas y niveles educativos. Huelva: Hergué Editorial.
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+ Pedraza Daza, F.P. & Garzon, L.C. (s/f) Nuevo examen de estado para el ingreso a
la educacion superior. Matemdticas. Bogotd: Ministerio de Educacién Nacional/
Instituto Colombiano del Fomento de Educacién Superior.

- Rivera Castellén, R. E. (2003) “Las ecuaciones diferenciales: Sus sentidos y sig-
nificados en ingenierfa’, memorias del 2° Foro La ensefianza de las matematicas
para ingenieria, Fac. de Ingerieria, UNAM. Disponible en http://dcb.fi-c.unam.mx/
foro/memorias2/ponencias/33.pdf

« Encinas Bringas, J.A. y Godoy, R. (2003) “Obstéculos en la transferencia de al-
gunos conceptos del cdlculo aprendidos en contextos de movimiento a otros”, en
Memorias del 2° Foro La ensefianza de las matemdticas para ingenieria. Fac. de
Ingerieria, UNAM. Disponible en http://dcb.fi-c.unam.mx/foro/memorias2/po-
nencias/40.pdf

+ De la Rosa Nolasco, A. (2003) Errores e inconsistencias en la ensenPanza del
concepto de funcién en el docente: el grado de visualizacién, en Mosaicos Mate-
mdticos, nim. 11.

6. Waldegg, G. (1993). “El infinito en la obra aristotélica”, en Educacion Mate-
matica, 5 (3) 20-38, México.

7. Waldegg, G. (1993). “La comparaison des ensembles infinis: un cas de résistance
al'instruction”, en Annales de Didactique et Sciences Cognitives de 'TREM, num.
5, 19-36, Estrasburgo, Fr.

Citado en:

+ D’Amore, Bruno (1996). “El infinito: una historia de conflictos, de sorpresas, de
dudas. Un campo fértil para la investigacion en didéctica de la matematica”, en
Epsilon 36, 341-360 (articulo de revisién del campo).

- Bagni, Giorgio Tomaso (1997). Didactics of Infinity: Euclid’s Proof and Eratosthenes’
Sieve” en Didactics of Mathematics-Technology in Education, B.D’Amore y A Gagatsis
(eds.) Thessaloniki.

« Arrigo, Gianfranco y D’Amore, Bruno (1999). “Lo veo pero no lo creo: Obsti-
culos epistemolégicos y diddcticos en la comprension del infinito actual” en Educacion
Matemdtica 11 (1) 5-24.

- Bagni, Giorgio Tomaso (2000). “Insiemi Infiniti di Numeri Reali”, en L'Educazione
Matematica Anno XXI, Serie VI, vol. 2, nim. 1, 22-46 Bologna.

8. Alarcén, J., M. Rigo y G. Waldegg (1994). “La ciencia analitica en la primera
mitad del siglo XIX: El teorema del Valor Intermedio”, en MATHESIS, X (1)
47-92, México.
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Registrado en:

9.

FILOS Base de datos sobre Filosofia en México. Instituto de Investigaciones Fi-
loséficas, UNAM.

Moreno, L. y G. Waldegg (1995). “Variacién y representacion: del nimero al
continuo”, en Educacion Matemdtica, 7 (1) 12-28, México.

Citado en:

10.

11.

12.

Hitt, F. (1996). “Research Culture: Research Orientation in Mathematics Education”,
en XVIII PME-NA Conference, 3-18 (articulo de revisién del campo).

Waldegg, G. (1996). “La contribucién de Simén Stevin a la construccién del
concepto de nimero”, en Educacion Matemdtica, 8 (2) 5-17, México.

Waldegg, G. (1996). “Identificacién de obsticulos didacticos en el estudio
del infinito actual”, en Revista Mexicana de Investigacion Educativa 1 (1) 107-
122, México.

Waldegg, G. (1997). “Histoire, épistémologie et méthodologie dans la recherche
en didactique”, en For the Learning of Mathematics 17 (1) 43-46, Canada.

Citado en:
- Gulikers, Iris and Blom, Klaske (2001). “A historical angle’, a survey of recent

literature on the use and value of history in geometrical education” en Educational
Studies in Mathematics 47, 223-258.

+ Gomez, B. (2003). “La investigacion histérica en didactica de las matematicas”

13

en Investigacion en educacion matemdtica, Castro, Flores, Ortega, Rico y Vallecillos
(eds.) Séptimo simposio de la Sociedad Espafiola de Investigacion en educacién
matemdtica, Granada 11-13 septiembre 2003.

. Waldegg, G. (1998). “Principios constructivistas para la educacién matemé-

tica” en Revista EMA, 4 (1) 16-31, Bogoti.

Citado en:
- Ministerio de Educacién Nacional (1999). Nuevas tecnologias y curriculo de mate-

14.

170

maticas. Serie Lineamientos curriculares. Areas Obligatorias y Fundamentales.
Santa Fe de Bogota: Organizacién de Estados Americanos, Ministerio de Edu-
cacién Nacional de Colombia (cuarta de forros).

Moreno, L. y Waldegg, G. (1998). “La epistemologia constructivista y la
didactica de las ciencias: ;Coincidencia o complementariedad?” en Ense-
fianza de las Ciencias, 16 (3) 421-429, Barcelona. (Reproducido en: Forma-
cion de docentes sobre el uso de nuevas tecnologias en el aula de matematicas.
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Bogota: Ministerio de Educacién Nacional, Direccién de la calidad de la
educacion, pp. 234-247).

Citado en:
- Ghisolfi Silva, R. M. y Pacheco Schneltzer, R. (s/f). “Bases epistemoldgicas e

15.

16.

17.

enfoques diddticos implicados na formagio do educador”, ANPEd-Associagdo Nacional
de Pés-Graduagio e Pesquisa em Educacio, Brasil. disponible en: www.anped.org.br/

24/T0469985762824.D0OC
Waldegg, G. y de Agiiero, M. (1999). “Habilidades cognoscitivas y esquemas

de razonamiento en estudiantes universitarios”, en Revista Mexicana de In-
vestigacion Educativa, IV (8) 203-244, México.

Waldegg, G. (2000) “El surgimiento de la investigacién en Educacién Mate-
mitica’, en Paradigma, volumen XXI, no. 1, junio de 2000, pp. 115-138, Maracaibo,
Venezuela.

Waldegg, G. (2001). “Ontological Convictions and Epistemological Obstacles

in Bolzano’s Elementary Geometry”, en Science and Education, 10 (4) 409-
418. Dordretcht.

Reseriado por:

18.

Volker Peckhaus (Erlangen) en la revista ZDM (Zentralblatt fur Didaktik der
Mathematik) Zbl 0987.00002 (2002).

Waldegg, G. (2002). “El uso de las nuevas tecnologias para la ensefianza y el
aprendizaje de las ciencias”, Revista Electrinica de Investigacion Educativa, 4
(1) http://redie.ens.uabc.mx/vol4nol/contenido-waldegg.html

19. Judrez, M. y Waldegg, G. (2003) “;Qué tan adecuados son los dispositivos Web

20.

21.

22.

para el aprendizaje colaborativo?”, en Revista Electronica de Investigacion Edu-
cativa 5 (2) 2003 http://redie.ens.uabc.mx?vol5no2/contenido-juarez.html

Gilvez, V. y Waldegg, G. (2003). “La negociacién de significados asociados
con la ciencia. Una metodologia basada en ensayos individuales y la colabora-
cién interpersonal”, en Revista Latinoamericana de Estudios Educativos. México.
Centro de Estudios Educativos, AC, vol. XXXIII, nim. 3, pp. 159-166.

Gilvez, V. y Waldegg, G. (2004). “Ciencia y cientificidad en la televisién
educativa”, en Enserianza de las Ciencias, Barcelona 22 (1) 147-158.

Waldegg, G. (2004). “Laritmetisation des grandeurs géométriques chez Stevin”,
en Sciences et Techniques en Perspective, 11 Série, vol. 8, Fascicule 1, 73-84.
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23.

24.

25.

26.

27.

Curriculum vitae

Vizquez-Abad, J.; Brousseau, N.; Waldegg, G.; Vézina, M.; Martinez, A.;
Verjovsky, J. (2004). “Fostering distributed science learning through collaborative
technologies”, en Journal of Science Education and Technology, 13 (2) 227-232.

Verjovsky J. y Waldegg, G. “Analyzing beliefs and practices of a Mexican
high school biology teacher”, en Journal of Research in Science Teaching, vol.
42 (4): 465-491.

Waldegg, G. “Bolzano’s Approach to the Paradoxes of Infinity. Implications
for Teaching”, Science & Education, 14: 559-577.

Waldegg, G. “Larithmetisation des grandeurs geometriques chez Stevin, Sciences
et Techniques en Perspective, vol. 8 nam. 1 (2004) 73-83.

Waldegg, G. Bolzano’s Approach to the Paradoxes of Infinity Implications
for Teaching. Science & Education (2004) 1-20.

2.1 b) Publicados en extenso en otras revistas especializadas con arbitraje

1.

172

Figueras, O. y G. Waldegg (1987). “Algunas consideraciones sobre la ense-
fianza de la medicién’, en Revista Informativa del Profesor de Matemdticas, 1

(5) 4-8, México.

Waldegg, G. (1989). “La evaluacién del trabajo académico en Matemitica
Educativa”, en Avance y Perspectiva, 39 (8) 53-56, México.

Waldegg, G. (1990). “Contenido matematico de los Grundlagen de Cantor.
La introduccién de los nimeros transfinitos”, en Ciencia y Educacion 4 (1)
13-17, Guatemala.

Alarcén, Bonilla, Moreno, Parra, Rigo y Waldegg (1991). “La ensefianza de las
ciencias y la comunidad cientifica”, en Avance y Perspectiva 10, 83-92, México.

Waldegg, G. (1992). “La investigacién en Educacion Matemdtica” en Cuarto
Nivel, 11 (3) 32-37, Toluca.

Waldegg, G. (1997). “Sobre el origen y el significado de los nimeros decima-
les”, en Bdsica (Nimero monogréfico Las matemiticas en la escuela), afio 111,

nim. 11, mayo-junio, 1996, pp. 54-60, México.

Waldegg, G. (1997). “Una historia para la ensefianza” en Cuarto Nivel. Inves-
tigacién y Docencia, Afio VI, nim. 9, febrero, 1997, pp. 27-35, Toluca.
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8. Waldegg, G. (1999). “La educacién matemitica, ¢una disciplina cientifica?”,
en Coleccion Pedagdgica Universitaria, nim. 29, 13-44, Xalapa, Ver.

9. Waldegg, G. (2000). “La resolucién de problemas: del discurso a la accién”,
en QUBO Revista de Educacién Matemdtica, vol. 1, N° 5, diciembre 2000, 5-9.
Oficina de Bachillerato del Ministerio de Educacién del Perd, Lima, Pert.

10. Bourges, P y Waldegg, G. (2003). “Matemiticas en linea. Elementos para
una evaluacion” en DECISIO: saberes para la accion en educacion de adultos. Pri-
mavera 2003, 51-58, Patzcuaro: CREFAL.

11. Waldegg, G. (2003) “La historia y la ensefianza de las matemaiticas”, en Bo/e-
tin de la Asociacion Chilena de Educacion Matemdtica.

2.1 ¢) Publicados en extenso en memorias de congresos internacionales

1. Figueras, O.y G. Waldegg (1984). “A First Approach to Measuring (Children
between 11-13 Years Old)” en J. Moser (ed.), Proceedings of the Sixth Annual
Meeting of the North American Chapter of the International Group for the Psychology
of Mathematics Education. 95-100, Wisconsin.

Citado en:

- Hershkowitz, Rina (1990). “Psychological Aspects of Learning Geometry”, en
Mathematics and Cognition: A Research Synthesis by the International Group for the
Psychology of Mathematics Education. Cambridge, UK: Cambridge University Press.
(Articulo de revisién del campo)

2. Waldegg, G. (1987). “Fenomenologia didactica del infinito”, en Memorias de
la Primera Reunion Centroamericana y del Caribe sobre Formacion de profesores
e Investigacion en Matemdtica Educativa, 249-254, Mérida.

3. Waldegg, G. (1988). “La respuesta griega al problema de lo continuo y lo
discreto”, en Memorias de la Segunda Reunion Centroamericana y del Caribe

sobre Formacion de Profesores e Investigacion en Matemdtica Educativa, 339-
343, Guatemala.

4. Waldegg, G. (1994). “La notion de nombre avant I'établissement de la science
analytique”. 1 ére Université d’été Européenne: Histoire et Epistémologie dans
PEducation Mathématique. 115-122, IREM, Montpellier, Fr.

5. Waldegg, G. (1994). “Factores ocultos en los procesos educativos: necesi-
dad de explicitarlos” Educar 10, 33-41. Foros Internacionales de Andlisis so-
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bre Educacion y Sociedad. Sria. de Educacién del Estado de Jalisco, Guadalajara,

Jalisco.

6. Waldegg, G. (1995). “L'épistémologie dans la recherche en didactique, est-ce
qu'on peut choisir?” en Contribution d une approche historique de I'enseignement
des mathématiques, IREM de Franche-Comté, 447-457, Besangon. Fr.

7. Waldegg, G.(1996). “Les questions de I'histoire dans la recherche en didactique:

éléments méthodologiques” en Historia e Educagio Matemitica, vol. 1, 277-

281, Braga, Port. ISBN 972-9053-55-3.

8. Waldegg, G. (1996). «La Géométrie de Bolzano: convictions ontologiques et
obstacles épistémologiques» en Historia e Educagido Matemdtica, vol. 11, 154~

161, Braga, Port. ISBN 972-9053-55-3.

9. Waldegg, G. (1999). “Principios constructivistas para la educacién matema-
tica” en Memorias de IIT Congreso Iberoamericano de Educacion Matemdtica. pp.
43-51 Caracas, Venezuela.

10. Waldegg, G. (2001). “La construction et la validation de la connaissance chez
Stevin” en Radelet, P. (eds.) Histoire et épistémologie dans I'éducation mathématique
«De la maternelle & universités, vol. 1, pp. 381-391.Troisieéme université d’été
européenne, Université catholique de Louvain Lovain-la-Neuve-Leuven, Bélgica,
julio 1999.

11. Waldegg, G. (2002). “Larithmétisation des grandeurs géométriques chez Stevin”
en Alvarez, C., Dhombres, J., Pont, J. C. (eds.): La pensée Numérique, pp. 73~
83, Actes du Colloque de Peyresq (7-10 Sept, 1999). Association Peyresq
Foyer d’Humanisme. Disponible en PDF en http://www.peiresc.org/New%20site/

Actes.Dhombres/Pensee.numer.htm

12. Vizquez-Abad, ]., Brousseau, N., Waldegg, G., Vézina, M., Martinez Dora-
do, A., Paul de Verjovsky, J., Carvajal, E. & Guzman, M.L. (2003). “An Approach
to Distributed Collaborative Science Learning in a Multicultural Setting”.
In Constantinou & Zacharias, C. (eds.), Proceedings of the 6th International
Conference On Computer Based Learning in Science. Volume I: New Technologies
and Their Applications in Education, pp. 845-851 Department of Educational
Sciences, University of Cyprus, Nicosia, Cyprus, ISBN 9963-8525-1-3.

13. Judrez, M.y Waldegg, G. (2004)). “Evaluation of the platform WebCct for the

users of a collaborative learning experience in the teaching of science”. In
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Méndez-Vilas, A. & Mesa Gonzilez, J.A. (eds.) Advances in Technology-based
Education: Towards a Knowledge-based Society, proceedings of the Second
International Conference on Multimedia and Information & Communication
Technologies in Education (m-ICTE 2003), vol. II, pp. 1314-1318, ISBN 84-
96212-11-4.

Gilvez, V.y Waldegg, G. (2004) “Negotiating social representations of science
in a distant collaborative learning experience”, en Méndez-Vilas, A. & mesa
Gonzilez, J.A. (eds.) Advances in Technology-based Education: Towards a
Knowledge-based Society, Proceedings of the Second International Conference
on Multimedia on Information & Communication Technologies in Education
(m-ICTE 2003). Vol. 11, pp. 893-897, ISBN 84-96212-11-4.

d) Publicados en extenso en memorias de congresos locales con arbitraje

Moreno, L. y G. Waldegg (1991). “Epistemologia ¢para qué?”, en Memorias
del XI Congreso Nacional de la Asociacion Nacional de Profesores de Matemdticas
166-170, Oaxaca.

Waldegg, G. (1993). “Procesos de ensefianza y aprendizaje de disciplinas es-
pecificas”, en 2° Congreso Nacional de Investigacion Educativa. Sintesis y Pers-
pectiva. Noviembre 10-12, México, DF.

. Verjovsky, J. y Waldegg, G. (2003). “Creencias, pricticas y contexto. La ense-

fianza de la Biologia en el nivel medio superior”,en Memorias del Vil Congreso
Nacional de Investigacion Educativa. Consejo Mexicano de Investigacién Edu-
cativa, Universidad de Guadalajara, 18-22 de noviembre de 2003.

Gilvez, V. y Waldegg, G. (2003). ‘La negociacién de significados asociados
con la ciencia. Una metodologia basada en ensayos individuales y la colabora-
cién interpersonal”, en Memorias del VII Congreso Nacional de Investigacion
Educativa. Consejo Mexicano de Investigacién Educativa, Universidad de

Guadalajara, 18-22 de noviembre de 2003.
Juarez, M. y Waldegg, G. (2003). “Comparacién de la utilidad de dos dispo-

sitivos Web en una experiencia de aprendizaje colaborativo para la ensefianza
de las ciencias”, en Memorias del VI Congreso Nacional de Investigacion Educa-
tiva. Consejo Mexicano de Investigacion Educativa, Universidad de Guadalajara,

18-22 de noviembre de 2003.
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2.1.e) Participacion en congresos y conferencias
Internacionales

1.

176

Sixth Annual Meeting-North American Chapter of the International Group
for the Psychology of Mathematics Education Madison, Wisconsin, EE UU
3-6 de octubre de 1984. Ponencia: “A First Approach to Measuring (Children
between 11-13 Years Old)”.

Primera Reunién Centroamericana y del Caribe sobre Formacién de Profe-
sores e Investigaciéon en Matemidtica Educativa. Mérida, Yuc. 9-11 de abril
de 1987. Ponencia: “Fenomenologia didictica del infinito”.

Segunda Reunién Centroamericana y del Caribe sobre Formacién de Profe-
sores e Investigaciéon en Matemidtica Educativa Guatemala, Guat. 24-26 de
marzo de 1988. Ponencia: “La respuesta griega al problema de lo continuo y
lo discreto”.

Primer seminario sobre la ensefianza de las matematicas Universidad de San
Carlos de Guatemala. Guatemala, Guat. 13-16 de marzo de 1989. Confe-
rencia (por invitacién) “Esquemas de respuesta ante el infinito matemdtico”.

Primer seminario sobre la ensefianza de las matemdticas Universidad de San
Carlos de Guatemala. Guatemala, Guat. 13-16 de marzo de 1989. Confe-
rencia (por invitacién). “La ensefianza de la matemaitica en el nivel superior
en México”.

9¢me Colloque Inter-I1.R.E.M. Epistémologie et Histoire des Mathématique
Brest Landerneau, Francia Mayo 1992. Ponencia: “Lia comparaison des ensembles
infinis: un cas de résistance l'instruction”.

111 Coloquio Internacional de Filosofia e Historia de las Matematicas. Méxi-
co, DF. Junio 1992. Ponencia: “La ciencia analitica en la primera mitad del
siglo XIX: el teorema del valor intermedio”.

1ere Université d’été Européenne: Histoire et Epistémologie dans 'Education
Mathématique. IREM, Montpellier, Fr. Julio 19-23,1993. Ponencia: “La notion
de nombre avant I'établissement de la science analytique”.

HIMED-94: International Conference on History in Mathematics Education.
The British Society for the History of Mathematics. Winchester, UK. Marzo
28-31 1994. Ponencia: “Historical Studies and Educational Research”.
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16.

17.

18.

19.

Curriculum vitae

Foros Internacionales de Andlisis sobre Educacién y Sociedad. Sria. de Edu-
cacién del Estado de Jalisco, Guadalajara, Jal. Abril 29, 1994. Ponencia (por

invitacion). “Factores ocultos en los procesos educativos: necesidad de explicitarlos”.

. 1 Coloquio Internacional de Historia y Filosofia de la Ciencia “Matematicas,

Historia y Cultura: Imigenes de una época”. UAM, UNAM y CINVESTAV, México,
DF. Septiembre 20-22, 1994. Ponencia: “La teoria de la recta de Bolzano”.

6eme Université d’été interdisciplinaire Histoire des Mathématiques. IREM-
Besangon, Fr. Julio 8-13, 1995. Ponencia: “L'épistémologie dans la recherche
en didactique, est-ce qu’on peut choisir?”.

11 Coloquio Internacional de Historia y Filosofia de la Ciencia “La continui-
dad en la fisica y en la matemadtica”. UAM, UNAM y CINVESTAV, México, DF.
Septiembre 27-29, 1995. Ponencia: “El tiempo discontinuo”.

1 Université d’été Européenne: Histoire et Epistémologie dans I'Education
Mathématique. Universidad de Braga, Portugal. Julio 24-30, 1996. Ponencia
(por invitacién). “Les questions de 'histoire dans la recherche en didactique:
éléments méthodologiques”

II Université d’été Européenne: Histoire et Epistémologie dans ’Education
Mathématique. Universidad de Braga, Portugal. Julio 24-30, 1996. Ponencia: “La
Géométrie de Bolzano: convictions ontologiques et obstacles épistémologiques”.

International Meeting. Logic and Mathematical Reasoning. 6-8 de octubre de
1997: Casa de la primera imprenta de América, Centro Histérico, México, DF.
Ponencia “Construction of Mathematical Objects and the Evolution of Rigor”.

Seminario Internacional sobre Innovaciones Educativas en Ciencias Natura-
les y Matematicas SEP-OCDE (Organizacién para la Cooperacién y el Desa-
rrollo Econémico). 12-15 de octubre de 1997: Cuernavaca, Mor. Mesa de
discusién: “Formacion inicial del docente y su desempefio profesional”.

111 Congreso Iberoamericano de educacién matemitica. 26-31 de julio de
1998, Universidad Central de Venezuela, Caracas. Conferencia Central (por
invitacién). “Principios constructivistas para la educacién matemdtica’.

111 Congreso Iberoamericano de educacién matematica. 26-31 de julio de 1998,
Universidad Central de Venezuela, Caracas. Conferencia: “La incorporacién
de los nimeros racionales al dominio numérico. Andlisis histérico-epistemolégico”.
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Curriculum vitae

111 Université d’Eté Histoire et Epistémologie dans 'Education Mathématique.
14-21 de julio de 1999. Universidad Catélica de Lovaina, Bélgica. Ponencia:

“La construction et la validation de la connaissance chez Stevin”.

Atelier de travail: La pensée Numérique, 7-10 de septiembre de 1999, Peyresq,
Haut Provence, Fr. Ponencia: “L'arithmétisation des grandeurs géométriques
chez Stevin”.

Fifth International History, Philosophy and Science Teaching Conference:
Science as Culture, 15-19 de septiembre de 1999. Como, It. Ponencia: “Ontological
Convictions and Epistemological Obstacles in Bolzano’s Elementary Geometry”.

V Reunién de Didictica de las Matemdticas del Cono Sur. Universidad de
Santiago de Chile, 10-14 de enero de 2000. Conferencia inaugural: “;Qué

nos han dejado las reformas en la ensefianza de las matemdticas?”.

V Reunién de Didéctica de las Matematicas del Cono Sur. Universidad
de Santiago de Chile, 10-14 de enero de 2000. Panel de discusién: “La
educacién matemdtica y la cultura cientifica del ciudadano del siglo XX1”
(coordinadora).

111 Congreso Venezolano de Educacién Matematica (COVEM) y III Encuen-
tro de Educacién Matematica Regién Zuliana (EDUMATZ), 12 al 15 de octu-
bre de 2000, Facultad de Humanidades y Educacién de Universidad del Zulia
en Maracaibo — Venezuela. Conferencia plenaria: “Condiciones epistemoldgicas
del conocimiento matemadtico en escenarios de aprendizaje social”.

111 Congreso Venezolano de Educacién Matematica (COVEM) y III Encuen-
tro de Educacién Matematica Regién Zuliana (EDUMATZ), 12 al 15 de octu-
bre de 2000, Facultad de Humanidades y Educacién de Universidad del Zulia
en Maracaibo, Venezuela. Ponencia: “La resolucién de problemas en el aula:
del discurso a la accién”.

Atelier de travail: Varie pour mieux trouver. Histoire de la notion de variation,
4-11 de septiembre de 2000, Pitzcuaro, Mich. Ponencia: “La représentation
de la variation: Nicole d’Oresme et le Tractatus de configurationibus qualitatum
et motuum’.

111 Encuentro Internacional de Investigaciéon Educativa: Los retos en la edu-
cacién del siglo XXI. Universidad de Guadalajara, XIV. Feria Internacional del
Libro de Guadalajara. 30 noviembre-1° de diciembre de 2000. Ponencia: “La
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34.

35.

36.

Curriculum vitae

gestion escolar y los modelos de aprendizaje”. Mesa: Modelos mentales, re-
presentaciones espontdneas y teorias implicitas.

VI Congreso Internacional sobre Investigacién en la Didéctica de las Cien-
cias: Retos de la ensefianza de las ciencias en el siglo XXI, Universidad Auté-
noma de Barcelona, 12 al 15 de septiembre de 2001. Mesa Redonda: “Reformas
en la ensefianza de las Ciencias en distintos paises: dificultades y retos” (coor-
dinadora).

Primer Encuentro Internacional de Educacién. Valores, calidad y evaluacién.
Editorial Santillana. Ciudad de México 15-16 de febrero de 2002. Conferen-

cia: “La ciencia y la tecnologia en la educacién. Calidad y valores”.

Sixth International Conference on Computer Based Sciencie, Universidad
de Chipre, 5-10 septiembre 2003. Ponencia: “An Approach to Distributed
Collaborative Science Learning in a Multicultural Setting”. J. Vizquez-Abad,
N. Brousseau, G. Waldegg, A. Martinez Dorado, J. Paul Verjovski, M. Vézina,
E. Carvajal, M. Guzman.

70e Congres de 'ACFAS, Québec. Brousseau, N., Vézina, M., Vizquez-Abad,
J., Waldegg, G., Chouinard, R., Martinez Dorado, A., Paul Verjovski, J. (2002)
Projet TACTICS: Une expérience avec des éléves mexicains et québécois du
deuxieme cycle du secondaire.

71e Congres de 'ACFAS, 22-23 mayo 2003. Rimouski. Brousseau, N., Vézina,
M., Vizquez-Abad, J., Chouinard, R., Waldegg, G., Martinez Dorado, A.,
Paul Verjovski, ]. (2003) Projet TACTICS: Elaboration d’une communauté d’étude
et de pratique géographiquement distribuée.

Vizquez-Abad, J., Brousseau, N., Waldegg C, G., Vézina, M., Martinez Dorado,
A., Paul Verjovski J. (2003) Fostering distributed science learning through
collaborative technologies. Presented to the CALO3 Conference, Belfast, UK,
April 2003.

Vizquez-Abad,]., Waldegg, G., Brousseau, N., Vézina, M., Carvajal, E., & Guzman,
M. L. (2003). “Setting-up a distributed science learning community integrating
collaborative technologies”. Presented to the 2003 Conference of the National
Association for Research in Science Teaching. Philadelphia, Mars 23-26.

Second International Conference on Multimedia and Information &
Communication Technologies in Education (M-ICTE 2003), Badajoz, Espafia
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38.
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3-6 diciembre, 2003. Ponencia: “Evaluation of the platform WebCt for the
users of a collaborative learning experience in the teaching of science” M.

Juarez y G. Waldegg (Participacién virtual).

Second International Conference on Multimedia and Information &
Communication Technologies in Education (m-ICTE 2003). Badajoz, Espa-
fia 3-6 diciembre, 2003. Ponencia: “Negotiating social representations of science
in a distant collaborative learning experience”, V. Gilvez y G. Waldegg (Par-
ticipacion virtual).

Tenth International Congress of Mathematical Education (ICME-10)
Copenhagen in July 4-11, 2004 Topic Study Group on the Role of History of
Mathematics in Mathematics Education (TSG17). Invited Speaker “Problem
solving, collaborative learning and the History of Mathematics. An experience
with in service secondary teachers”.

Nacionales

1.

Programa Nacional de Formacién y Actualizacién de Profesores de Matema-
tica Centro Regional de Tecnologia Educativa. Universidad de Guadalajara,
Guad., Jal. 9 de noviembre de 1984. Conferencia: “Dificultades al concebir y

aplicar la medicién”.

Foro de Andlisis sobre Educacién Matemitica. Centro de Investigacién de Didactica
Aplicada, Universidad Auténoma de Nayarit, Tepic, Nay. 10-12 de noviembre

de 1984. Ponencia: “Conceptos matemiticos en la escuela secundaria”.

. Primera Reunién de Evaluacién de la Maestria en Ciencias, especialidad Ma-

temdtica Educativa La Malintzin, Tlaxcala, México. 26-29 de agosto de 1985
Ponencia: “Evaluacién de los dos programas de maestria”.

. VIII Congreso Nacional de Profesores de Matemiticas. Guadalajara, Jal. 28-

30 de noviembre de 1985. Ponencia: “Algunas consideraciones sobre la ense-
fianza de la medicién”.

. VIII Congreso Nacional de Profesores de Matemiticas. Guadalajara, Jal. 28-

30 de noviembre de 1985. Ponencia: “Los procesos infinitos y la ensefianza
del calculo”.

. Universidad de Guadalajara, Fac. de Ciencias. 11 de abril de 1986. Confe-

rencia: “Contenido matemdtico de los Grundlagen de Cantor”.
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14.

15.

16.

17.

Curriculum vitae

Reunién Nacional sobre la Ensefianza del Célculo. Universidad Michoacana
de San Nicolds de Hidalgo, Morelia, Mich. 11-16 de agosto de 1986. Mesa

redonda: “Alternativas para la ensefianza del célculo”.

Décimo Congreso Nacional de Profesores de Matemiticas. Acapulco, Gro.
Octubre 1989. Ponencia: “Algunas consideraciones sobre los contenidos ma-
temdticos de los cursos introductorios del nivel superior”.

Encuentro interinstitucional sobre el postgrado en educacién Universidad Peda-
gogica Nacional, México, DF. Ponencia: “Maestria en Matemadtica Educativa’.

UNAM-Facultad de Ciencias México, DF. 6 de junio de 1991. Conferencia:
“El significado de Las paradojas del infinito de B. Bolzano para la conceptua-
lizacién del infinito actual y de la teoria de conjuntos”.

XI Congreso Nacional de Profesores de Matemiticas. Oaxaca, Oax. 24, 25 y
26, octubre 1991. Ponencia: “Epistemologia ;para qué?”.

XXXIV Congreso Nacional de la Sociedad Mexicana de Fisica, México, DF.
Octubre 1991. Ponencia: “El Principio de conservacion de la energia: conver-
gencia de ideas”.

Foro “Psicologia y Escuela”. Facultad de Psicologia de la Universidad Auté-
noma de Querétaro. Querétaro, Qro. Octubre 21-23, 1992. Ponencia: “la cons-
truccién del nimero en Stevin”.

Semana de la Escuela Publica Mexicana. SEP. México, DF. 27 de noviembre
1992. Mesa redonda: “El conocimiento del educando y la incidencia en los
estudios del desarrollo curricular”.

Segundo Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Congreso Nacional
Temaitico: Procesos de Ensefianza y Aprendizaje. Universidad Veracruzana.
Jalapa, Ver. Octubre 15-18, 1993. Ponencia: “Procesos de ensefianza y apren-
dizaje de las matematicas”.

Segundo Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Congreso Nacional
de Sintesis y Perspectivas. Centro Médico Nacional, México DF. Noviembre
10-12, 1993. Ponencia: “Conclusiones y recomendaciones del drea de Proce-
sos de ensefianza y aprendizaje de disciplinas especificas”.

Segundo Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Congreso Nacional
de Sintesis y Perspectivas. Centro Médico Nacional, México DF. Noviembre
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Curriculum vitae

10-12, 1993. Ponencia: “Ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Sinte-
sis y perspectivas’.
Primera Jornada sobre la ensefianza de las ciencias matemadticas en el nivel

superior, Universidad de Guadalajara, Guadalajara, Jal. Diciembre 9-10, 1993.

Ponencia: “La historia de la matemadtica en la ensefianza”.

Coloquio “Grandes transformaciones en el pensamiento cientifico”. MATHEMA,
UNAM, México, DF. Marzo 1-2, 1993. Ponencia: “Cuando la luz cambié su
naturaleza’.

XII Congreso Nacional de Ensefianza de las Matematicas. Universidad Au-
tonoma de Querétaro, Querétaro, Qro. Octubre 21-23, 1993. Ponencia: "La

historia de las matematicas en la Educacién”.

1V Jornadas Académicas Nacionales de Educacién Media, Escuela Normal
Superior de Michoacin, Morelia, Mich. Marzo 9-11, 1994. Ponencia: “La

historia de la matemadtica y el trabajo en el aula”.

“Matematicas: Ciencia y Educacién”. Mesa redonda organizada por la Be-
nemérita Sociedad Mexicana de Geografia y Estadistica. México, DF. Octu-
bre 13, 1994.

XXVII Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Universidad
Auténoma de Querétaro, Querétaro, Qro. Octubre 2-8, 1994. Ponencia: “La

teoria de la recta de Bolzano”.

Ciclo de Conferencias “Hablemos los viernes de ciencia”, Depto. de Mate-
mitica Educativa, CINVESTAV, México, DF. Septiembre, 29, 1994. Ponencia:
“Sustento epistemoldgico del concepto de nimero de Stevin”.

XXVIII Congreso Nacional de la Sociedad Matematica Mexicana. Universi-
dad Auténoma de Colima, Colima, Col. Octubre 2-8, 1995. Ponencia: “La
formalizacién de la geometria a principios del siglo XIX”.

111 Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Universidad Pedagégica
Nacional. México, DF. 25, 26 y 27 de Octubre 1995. Simposio: “Cardcter
interdisciplinario de la investigacién en diddctica’.

111 Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Universidad Pedagégica
Nacional. México, DF. 25, 26 y 27 de octubre 1995. Ponencia: “Matematicas:
Identificacién de obsticulos diddcticos en el estudio del infinito actual”.
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35.

36.

37.

Curriculum vitae

Ciclo: Metodologia de la Investigacién en Educacién Matematica. Unidad
Académica de los Ciclos Profesional y de Posgrado. Maestria en Educacién
Matemitica. México, DF. 28 de febrero de 1995. Conferencia: “La naturaleza
interdisciplinaria del fenémeno educativo”.

Conferencias de Calculo. Departamento de Matematicas. Facultad de Cien-
cias. CU. México, DF. 15 de noviembre 1995. Conferencia: “El Célculo en los
Principia’”.

XXIX Congreso Nacional de la Sociedad Matemidtica Mexicana. Universidad
Auténoma de San Luis Potosi, San Luis Potosi, SLP. Octubre 6-12, 1996.
Ponencia: “Historia. Légica y Fundamentos”.

Presentacién de la Revista Mexicana de Investigacion Educativa, Casa de la

Cultura de Aguascalientes, Aguascalientes, Ags. 28 de febrero de 1997. Po-
.« . Lo L0 »

nencia: “Las publicaciones cientificas: historia y desarrollo”.

VI Jornada Académica Nacional de Educacién Media 24 de abril de 1997.
Escuela Normal Superior de Michoacin, Morelia, Mich. Conferencia “Bases
epistemoldgicas de la ensefianza de la ciencia”.

XXX Congreso Nacional de la Sociedad Matemdtica Mexicana, 30 de sep-
tiembre de 1997: Universidad Auténoma de Aguascalientes. Aguascalientes,
Ags. Ponencia: “Cuatro formas de usar la historia en la ensefianza de las
matemdticas”.

X1V Congreso Nacional de Ensefianza de las Matematicas. Asociacién Na-
cional de Profesores de Matemiticas, 23-25 de octubre de 1997. Esc. Normal
Superior nim. 1 del Estado de México, Toluca, Edo. Mex. Ponencia: “La
metifora del constructivismo”.

X1V Congreso Nacional de Ensefianza de las Matematicas. Asociacién Na-
cional de Profesores de Matemaiticas. 23-25 de octubre de 1997. Esc. Normal
Superior nim. 1 del Estado de México, Toluca, Edo. Mex. Mesa redonda

“Los medios de difusién de la investigacion en educacién matemitica’.

Reunién académica de matemiticas. 30 de junio de 1998. Instituto de Servi-
cios Educativos del Estado de Coahuila, Direccién de Educacién Secundaria
Técnica. Conferencia magna: “Constructivismo”.

Jornadas de Historia y Filosofia de las Matematicas: La geometria detrds del
pensamiento, el pensamiento detrds de la geometria. 26-27 de marzo de 1999,

Homenaje a una trayectoria: Guillermina Waldegg ‘183



38.

39.

40.

41.

42.

43.

44,

45.

46.

184

Curriculum vitae

Universidad Nacional Auténoma de México. Ponencia: “Stevin y el sustento
geométrico de la aritmética”.

V Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Consejo Mexicano de In-
vestigacién Educativa, Universidad Auténoma de Aguascalientes, 30-31 de
octubre y 1-2 de noviembre de 1999. Mesa redonda: “Perspectivas metodoldgicas
en la investigacién en educacién matemadtica’.

Encuentro “La ensefianza y la divulgacién de la ciencia hacia el siglo XXI”.
Centro de Investigacién y Desarrollo del Estado de Michoacin, 3-4 de di-
ciembre de 1999. Conferencia: “La investigacién educativa y la ensefianza de
las ciencias”.

Encuentro “La ensefianza y la divulgacién de la ciencia hacia el siglo XXI”.
Centro de Investigacién y Desarrollo del Estado de Michoacin, 3-4 de di-
ciembre de 1999. Debate: “La Educacién cientifica hacia el siglo XXI”.

XV Congreso Nacional de Ensefianza de las Matematicas. Asociacién Nacio-
nal de Profesores de Matematicas, Universidad Pedagégica Nacional. 9-11
de diciembre de 1999. Mesa redonda: “;Qué pasa con los libros de texto de
secundaria?”

111 Congreso Nacional de Educacion. Sindicato Nacional de Trabajadores de la
Educacién. México, DF. 20 de marzo de 2000. Panel: “Los nifios y la ciencia”.

Xxx111 Congreso Nacional de la Sociedad Matemadtica Mexicana. Saltillo, Coah.
8-13 de octubre de 2000. Taller para maestros: ‘Desarrollo de conceptos ma-
temdticos con un enfoque constructivista”.

111 Congreso Regional de Investigacion Educativa: Investigacion para el de-
sarrollo educativo. Guadalajara, Jal. 25, 26 y 27 de octubre de 2000. Secreta-
ria de Educacién de Jalisco, Consejo Mexicano de Investigacién Educativa.
Conferencia inaugural: “;Para qué investigar en educacién?”.

Maestria en Innovacién Educativa, Universidad de Sonora. 23 de noviembre
de 2000. Conferencia: “Medios y fines de la investigacién educativa’.

111 Simposio Regional de Investigacién Educativa. Universidad Auténoma
de Yucatdn, 4-6 de diciembre de 2000. Conferencia de clausura: “Usos y con-
tribuciones de la investigaciéon educativa”.
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50.
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Segunda Bienal de Investigacién Educativa. Instituto Superior de Ciencias
de la Educacién del Estado de México. Toluca, 7 y 8 de diciembre de 2000.

Conferencia de clausura: “La investigacién educativa: temas de debate”.

Seminario “El papel de los cientificos e ingenieros en la preparacién de maes-
tros para la ensefianza de la ciencia”. Fundacién México-Estados Unidos para
la Ciencia, Academia Mexicana de las Ciencias y Direccién General de Di-
vulgacién de la Ciencia UNAM. 31 de mayo, 2001. Universum Museo de las
Ciencias. Ponencia: “Ciencia y docencia”.

VI Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Consejo Mexicano de In-
vestigacion Educativa, Universidad Auténoma de Colima, 6-10 de noviem-
bre de 2001. Mesa redonda: “Investigacién educativa, generacién y usos del
conocimiento educativo” (coordinadora).

VII Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Consejo Mexicano de
Investigacién Educativa, Universidad de Guadalajara, 18-22 de noviembre
de 2003. Ponencia: “Creencias, pricticas y contexto. La ensefianza de la Bio-

logia en el nivel medio superior” (Janet Verjovsky y Guillermina Waldegg).

VII Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Consejo Mexicano de
Investigacién Educativa, Universidad de Guadalajara, 18-22 de noviembre
de 2003. Ponencia: “La negociacién de significados asociados con la ciencia.
Una metodologia basada en ensayos individuales y la colaboracién interpersonal”

(Victor Gélvez y Guillermina Waldegg).

VII Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Consejo Mexicano de
Investigacién Educativa, Universidad de Guadalajara, 18-22 de noviembre
de 2003. Ponencia: “Comparacién de la utilidad de dos dispositivos Web en
una experiencia de aprendizaje colaborativo para la ensefanza de las ciencias”

(Manuel Juirez y Guillermina Waldegg).

2.2 Articulos de revision en libros o revistas

1.

Waldegg, G. (1993). “Estudios sobre el desarrollo conceptual de la matema-
tica y su vinculacién con la educacién”, en Bonilla, Block y Waldegg (coords.)
La investigacion Educativa en los ochenta, perspectivas para los noventa. Cua-
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derno 10, Ensefianza y Aprendizaje de las Matematicas. Congreso Nacional
de Investigacién Educativa, 46-49, México.

2. Block, D. y G. Waldegg (coords.) (1995). “Matematicas” capitulo del libro
Waldegg, G. (coord.) (1995). Procesos de ensefianza y aprendizaje II, vol. 2, 23-
130. México: Consejo Mexicano de Investigaciéon Educativa / Fundacién SNTE
para la Cultura del Maestro Mexicano.

2.3 Capitulos en libros especializados

1. Rigo, M.y G. Waldegg (1993). “El infinito y la continuidad en la matemética
griega”, en Waldegg, G. (ed.) Seminario de Historia y Epistemologia de la Ciencia,
37-50. México: SMTC-CINVESTAV.

2. Waldegg, G. (1994). “Los educadores de la matemitica: una comunidad de
enlace”, en Sinchez, E. y M. Santos (eds.) Perspectivas en Educacion Matemd-
tica. DME-CINVESTAV, 69-77. Reeditado por Grupo Editorial Iberoamérica,
1996, 75-83, México. ISBN 970-625-137-5.

3. Moreno, L. y G. Waldegg (2000). “An Epistemological History Of Number
And Variation” en Katz, V. (Ed) Using History to Teach Mathematics: An
International Perspective, Mathematical Association of America, 183-190,
Washington D.C, ISBN 0-88385-163-6.

Registrado en:

BSHM (British Society for the History of Mathematics) Abstracts. Disponible
en www.dcs.warwick.ac.uk/bshhm/abs.html

Resefado en:
« Deakin, Michael A. B. (2001): zDM 2001 Vol. 33 (5) pp. 137, 138.

Citado en:

* Sidenz-Ludlow, A. (2003) “A collective chain of signification in conceptualizing
fractions: A case of a fourth-grade class”, en Journal of Mathematical Behavior 22
(2003) 181-211.

4. Waldegg, G. (2001). “Los nuevos modelos para el aprendizaje de las mate-
miticas y la gestion escolar”, en Matute, E. y Romo, R.M. (coords.). Los retos
de la educacion del siglo XXI, pp. 157-175. Guadalajara, Universidad de Guadalajara.
ISBN 970-27-0126-0.

5. Moreno, L. y Waldegg, G. (2001): “Fundamentacién cognitiva del curricu-
lo de matemiticas”, Cap. 3 del Libro Rico, L. (coord.) Diddctica de las ma-
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temdticas, Editorial Sintesis (en prensa). Madrid. (Reproducido en Forma-
cion de docentes sobre el uso de nuevas tecnologias en el aula de matematicas.
Ministerio de Educacién Nacional, Direccién de la calidad de 1a educacién,

Bogotéd, Colombia, pp. 40-66).

6. Waldegg, G. (2002). “El tiempo discontinuo” en Alvarez, C.y Barahona, A.
(eds.) La continuidad en la ciencia, Cap. X1, pp. 262-278, México: Fondo de
Cultura Econémica, Universidad Nacional Auténoma de México. ISBN 968-

16-6543-0.

7. Waldegg, G. (2002). “La ciencia y la tecnologia ante la sociedad y sus valo-
res”, en Ornelas, C. (comp.) Valores, calidad y educacion, pp. 119-135. México:
Santillana (Aula XXI). ISBN 970-29-0184-7.

8. Castillejos, A., Catald, R.M., Herndndez, M. E., Sinchez, A., Waldegg, G.
(2002): Capitulo 5: “Materiales y medios educativos”, en Waldegg, G., Barahona,
A., Macedo, B., Sinchez, A. (coords.) (2002). Retos y perspectivas de las cien-
cias naturales en la escuela secundaria. México: SEP/OREALC/UNESCO (Biblio-
teca para la actualizacion del maestro), pp. 163, ISBN 970-18-9975-X SEP,
pp- 103-124.

9. Waldegg, G. (2002). Capitulo 6: “Participacién de las instituciones de educa-
cién superior y otras organizaciones cientificas y académicas en la ensefianza
de las ciencias”, en Waldegg, G., Barahona, A., Macedo, B., Sanchez, A. (coords.)
(2002). Retos y perspectivas de las Ciencias Naturales en la escuela secundaria.
México: SEP/OREALC/UNESCO (Biblioteca para la actualizacién del maes-
tro), pp. 163, ISBN 970-18-9975-X SEP, pp. 125-133.

10. Lopez y Mota, A. y Waldegg, G. (2002). Capitulo 7: “La didictica de las
ciencias como campo de estudio” en Waldegg, G.; Barahona, A.; Macedo, B.
y Sanchez, A. (coords.) (2002). Retos y perspectivas de las ciencias naturales en
la escuela secundaria. México: SEP/OREALC/UNESCO (Biblioteca para la ac-
tualizacién del maestro), pp. 163, ISBN 970-18-9975-X SEP, pp. 136-151.

11. Waldegg, G. (2004). “La représentation de la variation: Nicole d’Oresme et
le Tractatus de configurationibus qualitatum et motuum” en Variar para encon-
trar (Alvarez, C., Martinez, R., Radelet, P. y Lacki, J., Eds.) pp. 205-222.
Seminario de Historia de la Ciencia: Universidad Nacional Auténoma de
México, Universidad Catélica de Lovaina, Universidad de Ginebra. (Mathema).
ISBN 970-32-0941-6. México.
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2.4 Libros especializados
1. Avila, A. y Waldegg, G. (1997). Hacia una redefinicion de las matematicas en la educa-

cion bdsica de adultos. México: Instituto Nacional para la Educacién de los Adultos,

pp. 62. ISBN 968-29-8823-3

Resefado en:
- Valiente, Santiago (1999). “Hacia una redefinicién de las matemdticas en la edu-
cacién basica de adultos”, en Educacion Matemdtica 11 (2), 146-149.

- Marroquin, E. J. (2003), en DECISIO. Saberes para la accién en educacién de adultos.
Primavera 2003, 65.

Citado en:

- Amador Gémez, Maria Esther (1999). “Theorical and practical aspects of the
remote course for mathematical advisers” X1x Conferencia Mundial sobre Educa-
cion Abierta y a Distancia. La nueva Frontera Educativa: ensefiando y aprendiendo en
un mundo interconectado. Viena, Austria http://www.ilce.edu.mx/icde_ilce/ponencia/
viena/ponencia/p02819.htm

- Delprato, Maria Fernanda (2002). Los adultos no alfabetizados y sus procesos de ac-
ceso a la simbolizacion matemdtica. Tesis de maestria en ciencias, especialidad en
investigaciones educativas, DIE-CINVESTAV.

2.5 Edicion de libros especializados

1. Waldegg, G. (ed.) (1993) Seminario de Historia y Epistemologia de la Ciencia
1992. México: SMTC-CINVESTAV, 107 pp.

2. Bonilla, E., D. Block y G. Waldegg (coords.) (1993). La investigacion educa-
tiva en los ochenta, perspectivas para los noventa. Cuaderno 10, Ensefianza y
Aprendizaje de las Matematicas. México: Congreso Nacional de Investiga-

cién Educativa, 70 pp.

Citado en:

- Flores Macias, Rosa del Carmen (2002). E/ conocimiento matemdtico en problemas
de adicion y sustraccion: un estudio sobre las relaciones entre conceptos, esquemas y re-
presentacion. Tesis de doctorado en Educacién. Doctorado Interinstitucional en
Educacién, Centro de Ciencias Sociales y Humanidades. Universidad Auténo-
ma de Aguascalientes. Junio 2002.

3. Waldegg, G. (coord.) (1995). Procesos de enserianza y aprendizaje II, vol. 1.
México: Consejo Mexicano de Investigacién Educativa / Fundacién SNTE
para la Cultura del Maestro Mexicano, pp. 367, ISBN 968-7542-02-0.
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Waldegg, G. (coord.) (1995). Procesos de ensefianza y aprendizaje I, vol. 2.
México: Consejo Mexicano de Investigaciéon Educativa / Fundacién SNTE

para la Cultura del Maestro Mexicano, pp. 267, ISBN 968-7542-047.

Citado en:
- Diaz Barriga, Herndndez, Garcia y Murid (1998). “Una aproximacion al andlisis

de la influencia de la obra piagetiana en la educacién” ,en Castorina ez al: Piaget
en la educacion. Debate en torno a sus aportaciones. México: Paidés Educador, UNAM-
CESU, ISBN: 968-853-381-5.

Waldegg, G. (ed.) (1995) Seminario de Epistemologia e historia de la ciencia
1993-1994. México: SMTC-CINVESTAV, 91 pp.

Waldegg, G.y Block, D. (coords.) (1997). Estudios en diddactica. México: Grupo
Editorial Iberoamérica, SA, pp. 288, ISBN 970-625-169-3

Waldegg, G. (1997) (ed.). La investigacion educativa en México, 1996-1997.
Memorias del IV Congreso Nacional de Investigacion Educativa. Mérida, Yuc.:
COMIE-UADY, pp. 469.

Waldegg, G. (ed.) (1997). Conferencias magistrales del 1V Congreso Nacional de
Investigacion Educativa, Consejo Mexicano de Investigacién Educativa/Uni-

versidad de Yucatin, México, ISBN: 968-7542-20-9.

Citado en:
- Martinez Jaime, M.L. (s/f). La investigacion en educacion fisica. Una necesidad para

10.

11.

transformar la prdctica docente. Direccién general de Educacién Fisica, SEP. Dis-
ponible en http://www.cpar.sep.gob.mx/dgef/index.html

Waldegg, G. (ed.) (1999). Conferencias magistrales del v Congreso Nacional de
Investigacion Educativa, Consejo Mexicano de Investigacién Educativa/Uni-

versidad de Colima, México, ISBN: 968-7542-17-9.
Waldegg, G., Barahona, A., Macedo, B., Sénchez, A. (coords.) (2002). Retos

y perspectivas de las ciencias naturales en la escuela secundaria. México: SEP/OREALC/
UNESCO (Biblioteca para la actualizacién del maestro), pp. 163, ISBN 970-
18-9975-X SEP.

Moreno Armella, L.E, Waldegg, G. dprendizaje, matemdticas y tecnologia.
Una vision integral para el maestro. Aula XXI-Santillana, pp. 114 ISBN:970-
29-1198-2 .
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2.6 Publicaciones resultado de tesis dirigidas por el investigador

1.

190|

Salinas, Patricia (1987).“Obstrucciones e imdgenes conceptuales en el apren-
dizaje de los nimeros reales” en Memorias de la Primera Reunién Centroame-
ricana y del Caribe sobre formacion de Profesores e investigacion en Matemdtica

Educativa Mérida, Yuc. Abril, 1987.

Avalos, Alejandra (1997). “Estudio de las transformaciones que sufren las
concepciones de los maestros sobre contenidos geométricos en un curso de
actualizacién” en Educacion Matemidtica, 9(2) 154-163.

. Moreno, Maria Lucia (1998). “Concepciones de los maestros de primaria en

torno a la medicién. Experiencias en un taller de actualizacion” en Educacion

Matemdtica, 10(2) 152-154.

Guzmién Zazueta, Ma. Luisa (2001). “Formacién, concepciones y practica de
los profesores de mateméticas” en Educacion Matematica 13 (3) 93-106.

Gilvez Diaz, Victor (2001). “Las representaciones de la ciencia en la
Telesecundaria” en Educacion 2001, 73, 27-32.

De Agiiero Servin, Mercedes (2001). “Mathematizing: Problem Solving Strategies
in Everyday Work”. Unlocking Human Potential to Learn Conference. Canadian
Centre for UNESCO’s International Network on Technical and Vocational
Education, Winnepeg, Canadd. Disponible en http://www.umanitoba.ca/unevoc/
conference/papers/deaguero.pdf.

Carvajal, Enna y Gémez, Rocio (2002). “Concepciones y representaciones de
las maestros de secundaria y bachillerato sobre la naturaleza, el aprendizaje y
la ensefianza de las ciencias” en Revista Mexicana de Investigacion Educativa

7 (16) 577-602.

Verjovsky, Janet (2003). “Beliefs and practices of teachers participating in a
project of learning communities with collaborative technology”. Proceedings
del International Conference on Information and Communication Technologies
in Education (ICTE 2002) Badajoz, Espafia (20-23 November 2002) ISBN
Vol. I: 84-95251-77-9 pp. 251-255.

Sénchez Pérez, Carmina (2003). “Autoaprendizaje de las matematicas en los
grupos del INEA” en DECISIO. Saberes para la accién en educacién de adul-
tos. Primavera 2003, pp. 12-16.
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10. Verjovsky, J., Waldegg, G. “Analyzing Beliefs and Practices of a Mexican High
School Biology Teacher” J. of Research in Science Teaching Vol. 42 (2005) nim.
4 pp. 465-491.

2.10 Desarrollo curricular y teérico-metodolégico

2.10 a) Reportes finales de investigacion tedrico-metodoldgica solicitados por terceros

1. Rigo, M., Waldegg, G. (1991). “Algunas observaciones sobre el proyecto de
maestria en ensefianza de las ciencias” para la Universidad de Guadalajara,

2.10 b) Reportes de disefio original de planes completos
de estudio solicitados por terceros

1. Alarcén, Bromberg, Parra, Waldegg (1988). Maestria en Educacion Matema-
tica. Escuela Normal Superior nim. 1 del Estado de México.

2. Carrillo, E. et al (1990). Tronco comiin de las licenciaturas de la Universidad de
Quintana Roo.

2.10 c)Reportes de disefios de cursos solicitados por terceros

1. Rigo, M., Waldegg, G.: Historia y Fundamentos de la Matemitica. Curso Ta-

ller para la maestria en Educacién matematica de la Esc. Normal Superior

num. 1 del Estado de México, 1990-1991.
2. Moreno, L., Waldegg, G. (1990). Tuller de técnicas de investigacion. Curso del

Tronco comun de la Universidad de Quintana Roo.

3. Moreno, L., Waldegg, G. (1990). Conocimiento Cientifico. Curso del Tronco
Comun de la Universidad de Quintana Roo.

2.11 Materiales de docencia

2.11 a) Libros de texto publicados y en uso

1. Moreno, L.y G. Waldegg, (1986). Cdlculo Avanzado -Introduccion al Andli-
sis-1a Parte. México: Programa Nacional de Formacién y Actualizacién de
Profesores de Matematicas. 197 pp.
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Moreno, L. y G. Waldegg, (1986). Calculo Avanzado —Introduccion al Andli-
sis— 2a. parte. México: Programa Nacional de Formacién y Actualizacién de

Profesores de Matemiticas. 232 pp.

. Avila, A., O. Figueras., E. Mancera y G. Waldegg (1986). Nuestras cuentas

diarias. Matemdticas 1a. Parte, volumen 1. Primaria para Adultos. México: Instituto
Nacional para la Educacién de los Adultos, 246 pp. ISBN 968-29-2014-2
(Obra completa), ISBN 968-29-2016-7 (1a. Parte, volumen 1). Primera reedicion
1996, Tercera reimpresion 1999, Cuarta reimpresion 1999. En linea: http://
www.conevyt.org.mx/inea/biblioteca/num_ctas_diarias1.htm

Avila, A., O. Figueras., E. Mancera y G. Waldegg (1987). Nuestras cuentas
diarias. Matemdticas 1a. Parte, volumen 2. Primaria para adultos. México: Ins-
tituto Nacional para la Educacién de los Adultos, 250 pp. ISBN 968-29-2014-
2 (Obra completa), ISBN 968-29-2016-7 (1a. Parte, volumen 2). Primera reedicién
1997. Primera reimpresién 1999. En linea: http://www.conevyt.org.mx/inea/
biblioteca/num_ctas_diarias2.htm

. Alarcén, J., S. Cirdenas, G. Lucio, B. Parra, J. Rivaud, A. Rojo y G. Waldegg

(1991). Matemdticas Ensefianza Media Bdsica 2. México: SEP-FCE, 446 pp.
ISBN 968-16-3625-2.

Alarcén, J., S. Cérdenas, G. Lucio, B. Parra, J. Rivaud, A. Rojo y G. Waldegg
(1993). Matemdticas Ensefianza Media Bdsica 3. México: SEP-FCE, 421 pp.
ISBN 968-16-3861-1.

Parra, B. M., S E. Sinchez y G. Waldegg (1993) Matemdticas, 1er ario Secun-
daria. México: McGraw-Hill, 212 pp. ISBN 968-4178-064-5.

Chamizo, J. A., Tonda, J., Trigueros, M. y Waldegg, G. (1996) Libro para el
maestro de fisica de la escuela secundaria. México: SEP, 239 pp. ISBN 968-29-
5323-5.

Waldegg, G. (1996). Fisica. Guia para el taller de maestros. Estrategias para el
aprovechamiento de los libros del maestro. México: Secretaria de Educacién Pablica.

30 pp. ISBN 968-29-9078-5.
Chamizo, J. A., Sinchez, A., Tonda, J., Trigueros, M. y Waldegg, G. (1997).

La ensefianza de la fisica en la escuela secundaria. Guia de estudio. México: Se-
cretaria de Educacion Pablica. 118 pp. ISBN 968-29-9458-6 y Programa para
la transformacién y el fortalecimiento académico de las escuelas normales,

SEP ISBN 970-18-0276-4.
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20.

21.

22.

Curriculum vitae

Chamizo, J. A., Sinchez, A., Tonda, J., Trigueros, M. y Waldegg, G. (comp.)
(1997). La enserianza de la fisica en la escuela secundaria. Lecturas. México: Se-
cretaria de Educacién Pablica. 303 pp. ISBN 968-29-9457-8 y Programa para

la transformacién y el fortalecimiento académico de las escuelas normales,

SEP ISBN 970-18-0275-6.

Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (1998). Matemdticas en Contexto 1er
aiio Secundaria. México: Grupo Editorial Iberoamérica. 250 pp. ISBN 970-
625-171-5. Usado como libro de texto en la Heroica Escuela Naval Militar.
Primera edicién Editorial Esfinge (2004), ISBN 970-647-896-5

Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (1998). Matematicas en Contexto 2o.
aiio Secundaria. México: Grupo Editorial Iberoamérica 243 pp. ISBN 970-
625-172-3 Primera edicién Editorial Esfinge (2004), ISBN 970-647-895-7.
Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (1998). Matemdticas en Contexto 3er

afio Secundaria. México: Grupo Editorial Iberoamérica 256 pp. ISBN 970-
625-173-1. Primera edicién Editorial Esfinge (2004), ISBN 970-647-897-3.

Avila, A., Balbuena, H., Fuenlabrada, I. y Waldegg, G. (2000). Matemdticas
Quinto grado. México: Secretaria de Educacién Publica. 192 pp, ISBN 970-
18-4918-3.

Balbuena, H., Block, D., Fuenlabrada, 1. y Waldegg, G. (2001). Matematicas
Sexto grado. México: Secretaria de Educacién Publica. 192 pp, ISBN 970-18-
5129-3.

Trigueros, M. y Waldegg, G. (2003). Fisica 2° afio de secundaria. México: Edi-
torial Santillana. 192 pp, ISBN 970-29-0656-3

Waldegg, G., Garcia, V. y Villasedor, R. (2004). Matematicas en Contexto.
Guia para el maestro. México: Editorial Esfinge, 69 pp.

Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (2004). Matematicas en Contexto 1.
México: Editorial Esfinge, 250 pp. ISBN 970-647-895-7.

Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefor, R. (2004). Matematicas en Contexto 2.
México: Editorial Esfinge, 243 pp. ISBN 970-647-896-5.

Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefor, R. (2004). Matematicas en Contexto 3.
México: Editorial Esfinge, 255 pp. ISBN 970-647-897-3.

Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (2004). Matemdticas en Contexto 1,2 y 3.
Guia para el maestro. México: Editorial Esfinge, 54 pp. ISBN 970-647-913-9.
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2.12 Difusion cientifica

2.12 b) Trabajos audiovisuales

1.

Figueras, O., Fregona, D., Padilla, V., Waldegg, G.: “Caricter significativo y
funcional de las medidas antiguas”. Ficha técnica para un programa de televi-
sién editado por el Canal 11 IPN. México, 1983.

Figueras, O., Fregona, D., Padilla, V., Waldegg, G.: “El hombre, medida de
todas las cosas”. Ficha técnica para un programa de televisién editado por el
Canal 11 IPN. México, 1983.

Block, D.(coord.), Avila, A. y G. Waldegg: “El papel de los problemas en el
aprendizaje de las matematicas” (audio-casete 70 min.). Programa de actuali-
zacién del maestro, Serie: El conocimiento en la escuela. SEP-UPN, 1993.

Sanchez, A. (coord.), Chamizo, J.A. y Waldegg, G.: “Las ideas de los nifios y
su desarrollo cognitivo” (video) Conferencia temitica del 4° semestre de la
Licenciatura en Educacién Primaria, SEP, 1999.

Waldegg, G. (Coordinadora académica y moderadora), Vizquez, T.; More-
no, L.; y Trigueros, M.: “Educacién en ciencias y uso de las tecnologias de
informacién y comunicacién (TIC)” Video del Ciclo Las bases educativas del
siglo XXI. Departamento de Investigaciones Educativas del CINVESTAV. Oc-
tubre 2001.

2.12 ¢) Articulos y resefas
1. Gonzilez, D., Waldegg, G. (1989). “Resefia del libro Morris Kline: El fraca-

so de la matemdtica moderna” en Educacion Matemdtica. 1 (1) 28-32 México.

Waldegg, G.: (1990). “Resefia de la Serie Opera Prima”, Publ. Seccién de
Matemitica Educativa, CINVESTAV: num. 1 Ulloa, J.R.: Razonamiento ver-
bal y estructura formal del problema matematico. 57 pp, México, 1988; nim.
3 Pita, C.: Los infinitésimos en el siglo XVIII, 149 pp, México, 1989” en Edu-
cacion Matemitica, 2 (3) 65-67, México.

. Waldegg, G. (1992). “Las paradojas del infinito de Bernard Bolzano” en Avance

y Perspectiva, 11, 123-126.

Registrado en:
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+ FILOS Base de datos sobre Filosofia en México. Instituto de Investigaciones Filoso-

ficas, UNAM.
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11.

Curriculum vitae

Avila, A., D. Block y G. Waldegg (1994). “La investigacién en educacién
matemdtica en México durante la década 1982-1992: Una mirada critica”,
en Boletin Informativo del Comité Interamericano de Educacion Matemdtica,

2(2), 7-14.

. Waldegg, G. (1994). Resefa del libro: Gibilisco, Stan: En busca del infi-

nito. Rompecabezas, paradojas y enigmas, en Educacion Matemdtica, 6 (1)

110-112.

. Waldegg, G. (1996). Resefia del libro: Castorina, J.A. e al: Piaget-Vigotsky:

Contribuciones para replantear el debate, en Educacion Matemdtica, 8 (3)

109-114.

Waldegg, G. (1997). “La literatura cientifica” en Revista Mexicana de Investi-
gacion Educativa, 11, (3) 149-156 enero-junio, 1997.

Waldegg, G. (1999). Resefia del libro: Castorina, J. A. et al: Piaget en la Edu-
cacién. Debate en torno a sus aportaciones en Educacion Matematica, 11 (1)

154-156.

Waldegg, G. (2001). “Panorama actual de la investigacién educativa en México”
en Educacidn 2001, VI nim. 70, marzo, pp. 43-48

Waldegg, G. (2002) Resefia del libro: Matute, E. y Romo, R.M. (coords.).
Los retos de la educacion del siglo xxI. Guadalajara, Universidad de Guadalajara,
en Revista Mexicana de Investigacion Educativa, 7 (14) 181-189.

Waldegg, G. (2003). “Bases neurolégicas del aprendizaje”. Resefia del Libro:
OCDE (2003). La comprension del cerebro. Hacia una nueva ciencia del aprendi-
zaje. Primera edicién en espafiol. México, Santilla (Aula XXI), ISBN: 970-29-
0972-4.167 pp. En Educacion Matemdtica 15 (3) 175-178.

2.12 d) Traducciones especializadas

1.

2.

Bourlet, Carlo (1907). “La geometria descriptiva en el Conservatorio de Ar-
tes y Oficios de Paris” en L’ Enseignement Mathématique 9, 89-93. Trad. G.
Waldegg (1997) Educacion Matemdtica 9 (2) 137-139.

“Encuesta sobre los métodos de trabajo de los matemdticos” en L’ Enseignement
Mathématique 1V (1902) y VI (1904). Trad. G. Waldegg (1997) Educacion
Matemdtica 9(3) 97-100. Seccién Historia de la Educacién Matematica.
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Klein, Felix (1905). “De la ensefianza de las ciencias matematicas y fisicas en
las universidades y escuelas técnicas superiores” en L Enseignement Mathématique,
8¢me année, 1906, pp. 5-25. Trad. G. Waldegg (1998) Educacion Matemdtica
10(1) 99-105 y 10(2) 133-139 Seccién Historia de la Educaciéon Matemitica.

Gonseth, Ferdinand (1932). “La verdad matemaitica y la realidad” en L’
Enseignement Mathématique, ano 31, 1932, pp. 96-114. Trad. G. Waldegg
(1998) Educacion Matemdtica 10(3) 128-143 Seccién Historia de la Educa-
cién Matemitica.

Loria, Gino (1918). “Los Nombres y las cosas” en L’ Enseignement Mathématique,
20&éme année, 1918, pp. 238-244. Trad. G. Waldegg (1999) Educacion mate-
midtica 11(1) 143-148 Seccién Historia de la Educacién Matemaitica.

Hilbert, D. (1918). “El pensamiento axiomatico” en L’ Enseignement Mathématique,
20&me année, 1918, pp. 122-136. Trad. G. Waldegg (1999) Educacion Mate-
midtica 11(2) 128-136. Seccién Historia de la Educacién Matematica.

Lebesgue, H. (1932). “Sobre la medida de las magnitudes (1a. parte)” en L’
Enseignement Mathématique, 32¢me année, 1931, pp. 173-181.Trad. G. Waldegg
(1999) Educacion Matemdtica, 11(3) 120-126, Seccién Historia de la Educa-
cién Matemdtica.

3. Formacion de recursos humanos

3.1 Cursos tedricos y/o practicos

Maestria cerrada. Seccion de Matematica Educativa

Nk e
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Historia del cilculo 48 hrs. 1T semestre 1981
Algebra y geometria 80 hrs. I semestre 1982

Curso bisico de matemdticas 80 hrs. I semestre 1982
Geometria I 80 hrs. II semestre 1982

Historia del célculo 48 hrs. I semestre 1983

Curso propedéutico 80 hrs. II semestre 1983

Curso basico de matematicas 80 hrs. II semestre 1984
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Curriculum vitae

Curso propedéutico 80 hrs. I semestre 1985

9. Teorias del aprendizaje 48 hrs. I semestre 1985

10.
11.

Curso basico de matematicas 80 hrs. II semestre 1985

Andlisis 48 hrs. T semestre 1988

Seminarios. Seccion de Matematica Educativa

12.
13.
14.
15.

Los cursos de calculo de la preparatoria. 32 hrs. II semestre 1981
Habilidades y conceptos geométricos. 32 hrs. II semestre 1982
Habilidades geométricas. 32 hrs. I semestre 1983

Historia de la medida. 32 hrs. II semestre 1983

Maestria abierta. Seccion de Matematica Educativa

16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.

Analisis I 20 hrs. 11 semestre 1981. Hermosillo, Son.

Anilisis I 20 hrs. 1T semestre 1981. Culiacan, Sin.

Anilisis I 20 hrs. 1T semestre 1982. Mérida, Yuc.

Andlisis I 20 hrs. II semestre 1982. Monterrey, N.L.

Curso bdsico de matemdticas 20 hrs. II semestre 1982. Torreén, Coah.
Curso bdsico de matematicas 20 hrs. I semestre 1983. Colima, Col.
Anailisis I 20 hrs. I semestre 1983. Torreén, Coah.

Cilculo 20 hrs. I semestre 1984. Saltillo, Coah.

Seminario de tesis 60 hrs. II semestre de 1984. Monterrey, N.L.

Curso basico de matemadticas 20 hrs. II semestre 1984. Gémez Palacio, Dgo.
Curso propedéutico, 20 hrs. I semestre 1985. Guadalajara, Jal.

Curso bésico de matematicas 20 hrs. II semestre 1985. Cd. Madero, Tamps.
Curso basico de matematicas 20 hrs. II semestre 1985. Guadalajara, Jal.
Analisis I 20 hrs. II semestre 1985. Nuevo Laredo, Tamps.

Curso bésico de educacién 20 hrs. I semestre 1986. Guadalajara, Jal.
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31. Curso bésico de educacién 30 hrs. I semestre 1986. Monterrey, N.L.
32. Anlisis I 20 hrs. I semestre 1986. Gémez Palacio, Dgo.

33. Historia y fundamentos de la matematica. 20 hrs. II semestre 1986. Morelia,
Mich.

34. Analisis I 30 hrs. I semestre 1987. Guadalajara, Jal.

35. Andlisis 11 20 hrs. I semestre 1987. Gémez Palacio, Dgo.

36. Disefio y desarrollo curricular 20 hrs. IT semestre 1987. Nuevo Laredo, Tamps.
37. Diseno y desarrollo curricular 20 hrs. II semestre 1987. Gémez Palacio, Dgo.
38. Seminario de tesis 20 hrs. I semestre 1988. Gémez Palacio, Dgo.

39. Seminario de tesis 20 hrs. I semestre 1989. Gémez Palacio, Dgo.

Otros cursos de maestria

40. Curso propedéutico, 30 hrs. I semestre 1988. Maestria en Educacién mate-
matica, Toluca, Méx.

41. Calculo de varias variables 15 hrs. II semestre 1988. Maestria en Educacién
matemadtica, Toluca, Méx.

42. Curso bésico de educacién 30 hrs. II semestre 1989. Maestria en Educacién
matemadtica, Toluca, Méx.

43. Geometria 30 hrs. I semestre 1990. Maestria en Educacién matemaitica, Toluca,

Meéx.

44. Matematicas y Conocimiento cientifico 30 hrs. IT semestre 1990. Maestria en
Educacién matemdtica, Toluca, Méx.

45. Historia y fundamentos de la matematica 48 hrs., II semestre 1990 Maestria
en Educacién matemdtica, Toluca, Méx.

46. Historia y fundamentos de la matemadtica 48 hrs., II semestre 1991 Maestria
en Educacién matemdtica, Toluca, Méx.

47. Historia y fundamentos de la matemadtica 48 hrs., II semestre 1991 Maestria
en Educacién matemdtica, Toluca, Méx. junio, 1992

48. Historia y fundamentos de la matematica 48 hrs., I semestre 1996, Maestria
en Educacién matemadtica, Toluca, Méx. sept., 1996
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49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

Curriculum vitae

Taller de Procesos Educativos: Constructivismo en educacién, 40 hrs, perio-
do de primavera, 1997. Maestria en Investigacién y desarrollo de la educa-
cién, UIA. Méx. DF, enero, 1997.

Anilisis de proyectos educativos, 40 hrs. Periodo de verano, 1997. Maestria
en investigacién y desarrollo de la educacién, UIA. Méx. DF, junio, 1997.

Historia y fundamentos de la matematica 48 hrs., II semestre 1997. Maestria
en Educacién matemitica, Toluca, Méx. sept., 1997.

Taller de Procesos Educativos: Constructivismo en educacién, 40 hrs. Perio-
do de primavera, 1998. Maestria en Investigacién y desarrollo de la educa-
cién, UIA. Méx. DF, enero, 1998.

Introduccién a la epistemologia, 48 hrs. 2°-cuatrimestre, 1999. Maestria en
Investigaciones educativas, DIE-CINVESTAV.

Seminario especializado 1V: Lectura de textos. 48 hrs. 3er. Cuatrimestre de
1999. Maestria en Investigaciones educativas, DIE-CINVESTAV.

Seminario especializado 1V: Lectura de textos. 48 hrs. 3er. Cuatrimestre de
2001. Maestria en Investigaciones educativas, DIE-CINVESTAV.

Cursos Intensivos

56.

57.

Desarrollo conceptual del cdlculo 40 hrs. 11-16 de marzo de 1985. Universi-
dad de Guadalajara, Guadalajara, Jal.

La ensefianza del cilculo 40 hrs. 11-16 de agosto de 1986. Universidad
Michoacana de San Nicolds de Hidalgo, Morelia, Mich.

Doctorado

58.

59.

60.

61.

Seminario de tesis: 80 hrs. 2° Semestre 1993. Sec. Metodologia y Teoria de la
Ciencia, CINVESTAV.

Seminario de tesis: 80 hrs. 1°y 2° Semestres 1994. Sec. Metodologia y Teoria
de la Ciencia, CINVESTAV.

Seminario de tesis: 80 hrs. 1°y 2° Semestres 1995. Sec. Metodologia y Teoria
de la Ciencia, CINVESTAV.

Seminarios de investigacién: 48 hrs. 2° Semestre 1997. Doctorado Interinstitucional
en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.
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63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

Curriculum vitae

Seminarios de investigacion: 48 hrs. 1° Semestre 1998. Doctorado Interinsti-
tucional en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

Seminarios de investigacién: 48 hrs. 1° Semestre 1999. Doctorado Interinstitu-
cional en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

Seminarios de investigacién: 48 hrs. 2° Semestre 1999. Doctorado Interinstitu-
cional en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

Seminario de investigacién: 48 hrs. 1° Semestre 2000. Doctorado Interinstitucional
en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

Seminario de investigacién: 96 hrs. 2° Semestre 2000. Doctorado Interinstitucional
en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

Seminario de investigacién: 96 hrs. 1° Semestre 2001. Doctorado Interinstitucional
en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

Seminario de investigacién: 96 hrs. 2° Semestre 2001. Doctorado Interinstitucional
en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes

Seminario de investigacién: 96 hrs. 1° Semestre 2002. Doctorado Interinstitucional
en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

Seminario de investigacién: 48 hrs. 2° Semestre 2002. Doctorado Interinstitucional
en Educacién Superior, Universidad Auténoma de Aguascalientes.

3.2 Direccion de tesis

3.2 a) Doctorado
Concluidas:

1.
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Trigueros Gaisman, Maria: Un modelo de medida con interaccion. 24 de sep-
tiembre de 1999 (Apto Cum Laude) Doctorado en Educacién. Universidad
Complutense de Madrid, Fac. de Educacién (codireccion con José Luis Gaviria,
U. Complutense de Madrid).

Block Sevilla, David: La nocion de razdn en las matemdticas de la escuela prima-
ria. Un estudio diddctico, 29 de marzo de 2001, Depto. de Investigaciones
Educativas, CINVESTAV (codireccién con Guy Brousseau, U. Bordeaux).

. De Agiiero Servin, Mercedes: E/ pensamiento prictico de una cuadrilla de pin-

tores. Estrategias para la solucion de problemas en situaciones matematizables de
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la vida cotidiana. 19 de agosto de 2002. Doctorado Interinstitucional en Educacién.
Universidad Auténoma de Aguascalientes.

4. Eudave Mufoz, Daniel: Valoracion contextual de conceptos estadisticos en estu-
diantes unmiversitarios. Marzo, 2005. Doctorado Interinstitucional en Educa-
cién. Universidad Auténoma de Aguascalientes.

5. Janet Esther Paul Wright: Beliefs, practices and contexts of two high school biology
teachers in México. Febrero 2005. CINVESTAV.

En proceso

1. Gilvez Diaz, Victor: Las representaciones de la ciencia en las producciones discursivas
de los alumnos de bachillerato que trabajan en colaboracion a través de Internet.
Doctorado en Ciencias, especialidad Investigaciones Educativas, CINVESTAV.

2. Juarez Pacheco, Manuel: Diserio, fundamentacion tedrica y prueba de una meto-
dologia de evaluacion de software de soporte al aprendizaje colaborativo, presen-
ctal 0 a distancia, para la ensefianza de las ciencias. Doctorado en Ciencias,
especialidad Investigaciones Educativas, CINVESTAV.

3. Carvajal Cantillo, Enna: E/ proceso de construccion de representaciones concep-
tuales compartidas en grupos de aprendizaje colaborativo en ciencias. Doctorado
en Ciencias, especialidad Investigaciones Educativas, CINVESTAV.

4. Guzmin Zazueta, Maria Luisa: Interaccion entre iguales y aprendizaje colaborativo
en linea en la ensefianza de las ciencias. Doctorado en Ciencias, especialidad
Investigaciones Educativas, CINVESTAV.

3.2 b) Maestria
Concluidas
1. Bitelio, Truman: Andlisis del programa de Calculo I de la Universidad de Hon-

duras: 16 de diciembre de 1983. Seccién de Matemdtica Educativa, CINVESTAV
(codireccién con L. Moreno).

2 Velazquez, Mirna Consuelo: Andlisis de contenidos de un programa de geome-
tria: propuesta de implementacion diddctica: 3 de febrero de 1984. Seccién de
Matemaitica Educativa, CINVESTAV (codireccién con L. Moreno).

3 Fajardo, Manuel Antonio: Andlisis de contenidos de un programa de dlgebra:
propuesta de implementacion diddctica. 3 de febrero de 1984. Seccién de Mate-
mitica Educativa, CINVESTAV (codireccién con L. Moreno).
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10.

11.

12.
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Curriculum vitae

Alanis Rodriguez, Juan Antonio. La adquisicion del concepto de limite de una
funcion. 13 de septiembre de 1985. Seccién de Matematica Educativa, CINVESTAV
(codireccién con L. Moreno).

Salinas, Patricia. Obstrucciones e imdgenes conceptuales en el aprendizaje de los
niimeros reales: 13 de septiembre de 1985, Secciéon de Matematica Educativa,
CINVESTAV (codireccién con L. Moreno).

Avalos Rangel, Alejandra: Estudio de las transformaciones que sufren las concep-
ciones de los maestros sobre contenidos geométricos en un curso de actualizacion: 20
de marzo de 1997. Departamento de Investigaciones Educativas, CINVESTAV
(codireccién con I. Fuenlabrada).

Moreno Sinchez, Maria Lucia: Concepciones de los maestros de primaria en tor-
no a la medicion. Experiencias en un taller de actualizacion: 30 de enero de 1998
Departamento de Investigaciones Educativas, CINVESTAV (codireccién con

I. Fuenlabrada)

Lépez Garcés, Alfredo: La situacion problema como situacion de aprendizage.
29 de septiembre de 1999. Maestria en Educacion Matemdtica, Escuela Nor-
mal Superior nim. 1 del Estado de México.

Guzmén Zazueta, Ma. Luisa: Formacion, concepciones y prdctica de los docentes
de matemdticas. 30 de marzo de 2000. Maestria en investigacién y desarrollo
de la educacién, Universidad Iberoamericana, Santa Fe.

Gémez Vallarta, Rocio y Carvajal Cantillo, Enna: Descripcion y categorizacion
de las concepciones epistemoligicas y de aprendizaje de los profesores de ciencias a
nivel medio y medio superior. 19 de marzo de 2001. Maestria en investigacién
y desarrollo de la educacién, Universidad Iberoamericana, Santa Fe.

Gilvez Diaz, Victor Armando: Las representaciones de la ciencia en la television
educativa. El caso de la biologia en Telesecundaria. 21 de agosto de 2001. Maes-
tria en Investigaciones Educativas Departamento de Investigaciones Educa-
tivas, CINVESTAV.

Sanchez, Carmina: Las concepciones de los asesores de matemdticas como resulta-
do de una prdctica social en comunidades de aprendizaje. 30 de enero de 2004.
Maestria en Investigaciones Educativas Depto. de Investigaciones Educati-
vas, CINVESTAV.
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13. Valencia, Ruth: Los maestros, los niimeros y los sistemas de numeracion. Descrip-
cidn analitica de una experiencia de actualizacion. 2 de febrero de 2004 Maes-
tria en investigaciones educativas Departamento de Investigaciones Educativas,
CINVESTAV (codireccién con I. Fuenlabrada).

En proceso

1. Pineda, Margarito: Errores frecuentes en la operacion de los niimeros negativos.
Maestria en Educacién Matemitica, Escuela Normal Superior nim. 1 del
Estado de México (concluida, en espera de fecha de examen).

2. Larios Togo, Olga Ivala: La concepcion infantil sobre el aprendizaje. Maestria
en Investigaciones Educativas Depto. de Investigaciones Educativas, CINVESTAV.

3. Vergara Genoveva: Uso ¢ influencia de Internet en grupos de aprendizaje. Maes-
tria en investigacién y desarrollo de la educacién, Universidad Iberoamerica-
na, Sta. Fe.

4. Gonzilez Penalosa Mariana: Fluidez tecnolégica de los maestros de ciencias en el
bachillerato. Maestria en Investigaciones Educativas Depto. de Investigacio-
nes Educativas, CINVESTAV.

5. Hernindez Herndndez, Antonia: La motivacion en la ensefianza de las ciencias,
en una experiencia de aprendizaje asistido por tecnologias de informacion y comu-
nicacion. Maestria en Investigaciones Educativas Depto. de Investigaciones
Educativas, CINVESTAV.

4. Repercusion académica

Articulos de mas alto impacto en revistas de la especialidad

1. El articulo relacionado con el nimero 2.1 a) 5: Moreno, L. y Waldegg, G.
(1991): “The Conceptual Evolution of Actual Mathematical Infinity” fue
publicado en la revista de mayor reconocimiento e impacto internacional en
el 4rea de Educacién matemaitica, Educational Studies in Mathematics 22 (3)
211-231, tiene 18 citas registradas en revistas internacionales, la primera, re-

cién publicado el articulo (en 1992) y la dltima, en 2002.
2. El articulo reportado con el nimero 2.1 a) 6: Moreno, L. y G. Waldegg

(1992). “Constructivismo y educacién matemaitica” en Educacion Matematica
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4 (2) 7-15, México. Fue reproducido en La ensefianza de las matematicas en la
escuela secundaria. Lecturas. Programa Nacional de Actualizacién Permanente
SEP, México, 1995, pp. 49-66 (tiraje inicial de 20 000 ejemplares) y en La ense-
nianza de las matemdticas en la escuela primaria. Lecturas. Programa Nacional de
Actualizacién Permanente SEP, México, 1995, pp. 27-39 (tiraje inicial de 100
000 ejemplares), y traducido al inglés a solicitud de la revista como: Moreno,
L., Waldegg, G. (1993). “Constructivism and Mathematical Education” en
International Journal of Mathematical Education in Science and Technology, 24
(5) 653-661, UK. y al portugués como Moreno, L. Waldegg, G: “Constructivismo
e Educagao Matematica” en Matemdtica (s)em rede. Formagio de acompanhantes
locais da regido centro. Departamento do Ensino Secundirio, Lisboa, Portugal
(Disponible en http://membros.aveiro-digital.net/adam/oficina/textos/
constructo.pdfTiene). Tiene 10 citas registradas.

Citas en articulos de investigacion

Los siguientes trabajos han sido citados o resefiados (la referencia de la cita o
resefia aparece en la relacién de articulos).

1.
21

22

23

24

25

26
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Tesis de doctorado (no publicada).

Moreno, L.y G. Waldegg (1987). “El andlisis matematico y su aritmetizacion”
en MATHESIS, 111 (1) 49-72, México.

Waldegg, G. (1988). “Cantor y la matematizacién del infinito” en MATHESIS,
1V (2) 75-96, México.

Moreno, L. y G. Waldegg (1991). “The Conceptual Evolution of Actual
Mathematical Infinity” en Educational Studies in Mathematics 22 (3) 211-
231, Dordrecht, Holanda.

Moreno, Ly G. Waldegg (1992). “Constructivismo y educacién matematica”
en Educacion Matemitica 4 (2) 7-15, México.

Waldegg, G. (1993). “La comparaison des ensembles infinis: un cas de résistance
a l'instruction” en Annales de Didactique et Sciences Cognitives de I'TREM

nim. 5, 19-36, Estrasburgo, Fr.
Waldegg, G. (coord.) (1995). Procesos de enserianza y aprendizaje 11, vol. 2.

México: Consejo Mexicano de Investigacién Educativa / Fundacién SNTE

para la Cultura del Maestro Mexicano, pp. 267, ISBN 968-7542-047.
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27 Avila, A. y Waldegg, G. (1997). Hacia una redefinicion de las matemiticas en la
educacion bdsica de adultos. México: Instituto Nacional para la Educacién de

los Adultos, pp. 62. ISBN 968-29-8823-3.

28 Waldegg, G.(1997). “Histoire, épistémologie et méthodologie dans la recherche
en didactique”, en For the Learning of Mathematics 17 (1) 43-46, Canada.

29 Waldegg, G. (1998). “Principios constructivistas para la Educacién matemad-
tica”, en Revista EMA, vol. 4, num. 1, pp. 1-16, Bogot.

Citas en articulos de revision

Los siguientes trabajos han sido citados en articulos de revisién del campo, la
referencia bibliografica aparece en la relacion de los trabajos.

1. Tesis de doctorado (no publicada)

30 Figueras, O.y G. Waldegg (1984). “A First Approach to Measuring (Children
between 11-13 Years Old)”, en J. Moser, Ed.: Proceedings of the Sixth Annual
Meeting of the North American Chapter of the International Group for the Psychology
of Mathematics Education. 95-100, Wisconsin.

31 Moreno, L. y G. Waldegg (1991). “The Conceptual Evolution of Actual
Mathematical Infinity”, en Educational Studies in Mathematics 22 (3) 211-
231, Dordrecht, Holanda.

32 Waldegg, G. (1993). “La comparaison des ensembles infinis: un cas de résistance
a l'instruction”, en Annales de Didactique et Sciences Cognitives de 'TREM, nim.

5, 19-36, Estrasburgo, Fr.

33 Moreno, L.y G. Waldegg (1995). “Variacién y representacién: del numero al
continuo”, en Educacion Matemdtica, 7 (1) 12-28, México.

Participacion en Comités editoriales

1. Miembro fundador y coordinadora del Comité Editorial de la revista Educa-
cion Matemdtica, Grupo Editorial Iberoamérica, SA de CV y Editorial Santillana,
SA (a partir de 2003): Enero 1988 a diciembre 2003 (Revista aceptada en el
Indice de Revistas Mexicanas de Investigacién Cientifica y Tecnolégica del
Conacyt, Promocién 1997). Esta revista es la inica publicacién en espaiiol en
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35

36

37

38

39

40

41
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el mundo con proyeccién internacional, publica regularmente articulos de
autores de Latinoamérica, Europa y Norteamérica; es empleada como mate-
rial de referencia en cursos de posgrado en todos los paises de habla hispana y,
desde 1992, aparece en el indice mds importante de revistas del campo: el

ZDM (Zentralblatt Fiir Didaktik Der Mathematik).

Miembro del Comité Editorial de la Serie OPERA PRIMA, Publicacién de la
Seccién de Matemitica Educativa. 1989-1999

Miembro del Comité Editorial de los Cuadernos del Seminario de Epistemolo-
gia, CCH-UNAM. 1994-1999.

Miembro del Comité Editorial de la Revista Mexicana de Investigacion Edu-
cativa del Consejo Mexicano de Investigacion Educativa (aceptada en el In-

dice de Revistas Cientificas de Conacyt), 1996-2001.

Miembro del Consejo Editorial de la Revista Mexicana de Investigacion Edu-
cativa del Consejo Mexicano de Investigacion Educativa (aceptada en el In-

dice de Revistas Cientificas de Conacyt), 2002 a 2004.

Miembro del Comité Cientifico de Science et Techniques en Perspective (Revue
International de Histoire et de Philosophie des Sciences et des Technique), 1997-2000.

Miembro del Comité Editorial de la Revista Electrénica de Investigacion Educativa.
2001 1CAAP Excellence in Electronic Publishing Award (Consorcio Internacio-
nal para el Avance de las Publicaciones Académicas (ICAAP). Instituto de
Investigacién y Desarrollo Educativo, Universidad Auténoma de Baja California.

Octubre 1999 a 2004.

Miembro del Consejo Editorial de la revista Educacion Matemdtica en las Américas.
Interamerican Committee on Mathematics Education. Comité Interameri-
cano de Educacion Matemdtica. IACME-CIAEM. Julio de 2000 a 2004.

Miembro del Comité Editorial de la revista Innovacion Educativa del Insti-
tuto Politécnico Nacional, mayo 2002 a 2004.

Articulos publicados por invitacion

1.
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Waldegg, G. (2000) “El surgimiento de la investigacién en Educacién Mate-
midtica’, en Paradigma, volumen XXI, no. 1, junio de 2000, pp. 115 =138, Maracaibo,
Venezuela.
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42 Waldegg, G. (2001). “Panorama actual de la investigacion educativa en México”,
en Educacién 2001, V1, nim. 70, marzo, pp. 43-48

43 Waldegg, G. (2002). El uso de las nuevas tecnologias para la ensefianza y el
aprendizaje de las ciencias. Revista Electronica de Investigacion Educativa, 4
(1). http://redie.ens.uabc.mx/vol4nol/contenido-waldegg.html

Libros de impacto en el campo

La serie de libros de textos para secundaria fue una de las dos tnicas series apro-
badas por la Secretaria de Educacién Publica en 1998. A la fecha se han tirado
mids de 1,800,000 de ejemplares y se emplea como texto gratuito en varios esta-
dos del pais.

1. Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (1998). Matematicas en Contexto 1er
afio Secundaria. México: Grupo Editorial Iberoamérica. 250 pp. ISBN 970-
625-171-5

44 Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (1998). Matemdticas en Contexto 2o.
afio Secundaria. México: Grupo Editorial Iberoamérica 243 pp. ISBN 970-
625-172-3

45 Waldegg, G., Garcia, V. y Villasefior, R. (1998). Matematicas en Contexto 3er
afio Secundaria. México: Grupo Editorial Iberoamérica 256 pp. ISBN 970-
625-173-1

Los libros de texto gratuitos de matematicas para 5° y 6° afio de primaria y los
libros para el maestro de fisica de secundaria de la Secretaria de Educacién Pu-

blica han tenido tirajes entre 50,000 y 2,850,000 ejemplares anuales.

Conferencias por invitacion en congresos internacionales

1. Primer seminario sobre la ensefianza de las matematicas Universidad de San
Carlos de Guatemala. Guatemala, Guat. 13-16 de marzo de 1989. Confe-

rencia (por invitacién), “Esquemas de respuesta ante el infinito matemdtico”.

46 Primer seminario sobre la ensefianza de las matemdticas Universidad de San
Carlos de Guatemala. Guatemala, Guat. 13-16 de marzo de 1989. Confe-
rencia (por invitacion), “La ensefianza de la matematica en el nivel superior
en México”.
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Foros Internacionales de Andlisis sobre Educacion y Sociedad. Secretaria de Educacién
del Estado de Jalisco, Guadalajara, Jal, Abril 29, 1994. Ponencia (por invitacién),

“Factores ocultos en los procesos educativos: necesidad de explicitarlos”.

11 Université d’été Européenne: Histoire et Epistémologie dans 'Education
Mathématique. Universidad de Braga, Portugal, Julio 19-23, 1996. Ponencia
(por invitacién), “Les questions de 'histoire dans la recherche en didactique:
éléments méthodologiques”.

11 Congreso Iberoamericano de Educacion Matemdtica. 26-31 de julio de 1998,
Universidad Central de Venezuela, Caracas. Conferencia Central (por invi-
tacién), “Principios constructivistas para la Educacién Matematica”.

V Reunién de Didéctica de las Matemiticas del Cono Sur. Universidad de Santiago
de Chile, 10-14 de enero de 2000. Conferencia Inaugural (por invitacién), “sQué
nos han dejado las reformas en la ensefianza de las matemadticas?”

111 Congreso Venezolano de Educacién Matematica (COVEM) y III Encuen-
tro de Educacién Matematica Regién Zuliana (EDUMATZ), 12 al 15 de octu-
bre de 2000, Facultad de Humanidades y Educacién de Universidad del Zulia
en Maracaibo — Venezuela. Conferencia plenaria, “Condiciones epistemolégicas
del conocimiento matemadtico en escenarios de aprendizaje social”.

111 Congreso Venezolano de Educacién Matematica (COVEM) y III Encuen-
tro de Educacién Matematica Regién Zuliana (EDUMATZ), 12 al 15 de octu-
bre de 2000, Facultad de Humanidades y Educacién de Universidad del Zulia
en Maracaibo — Venezuela. Ponencia, “La resolucién de problemas en el aula:
del discurso a la accién”.

Atelier de travail: Varie pour mieux trouver. Histoire de la notion de variation,
4-11 de septiembre de 2000, Patzcuaro, Mich. Ponencia, “La représentation
de la variation: Nicole d’Oresme et le Tractatus de configurationibus qualitatum
et motuum”.

111 Encuentro Internacional de Investigaciéon Educativa: Los retos en la edu-
cacién del siglo XXI. Universidad de Guadalajara, XIV Feria Internacional del
Libro de Guadalajara. 30 noviembre-1° de diciembre de 2000. Ponencia, “La
gestion escolar y los modelos de aprendizaje”. Mesa: Modelos mentales, re-
presentaciones espontdneas y teorias implicitas.
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Organizacion de reuniones y congresos cientificos

1.

55

56

57

58

59

60

61

62

1 Coloquio Internacional de Historia y Filosofia de la Ciencia “Matematicas,
Historia y Cultura: Imdgenes de una época”. UAM, UNAM y CINVESTAV, México,
DF. Septiembre 20-22, 1994.

11 Coloquio Internacional de Historia y Filosofia de la Ciencia “La continui-
dad en la fisica y en la matemadtica”. UAM, UNAM y CINVESTAV, México, DF.
Septiembre 27-29, 1995.

111 Congreso Nacional de Investigacién Educativa. Consejo Mexicano de In-
vestigacion Educativa, Universidad Pedagégica Nacional. México, DF. Octu-
bre 24-27,1995.

Seminario “La epistemologia y la Ciencia Contempordnea”. CINVESTAV, UNAM,
UAM, Colmex, U.A. Estado de Morelos, U.A. Querétaro. Unidad de Semina-
rios “Ignacio Chavez” C.U., México, Abril 23-25, 1996.

Homenaje Latinoamericano por el Centenario del Nacimiento de Jean Piaget.
Antigua Escuela de Medicina, Centro Histérico de la Ciudad de México,
Abril 25-27 abril, 1996.

1V Congreso Nacional de Investigacién Educativa: 28-31 de octubre, Mérida,
Yuc., Universidad Auténoma de Yucatin, Consejo Mexicano de Investiga-
cién Educativa. Coordinadora del Comité Cientifico.

Seminario Internacional sobre Innovaciones Educativas en Ciencias Natura-
les y Matematicas SEP-OCDE (Organizacién para la Cooperacién y el Desa-
rrollo Econémico). 12-15 de octubre: Cuernavaca, Mor. Comité Cientifico.

V Congreso Nacional de Investigacién Educativa: 30-31 de octubre, 1y 2 de
noviembre, Aguascalientes Ags. Universidad Auténoma de Aguascalientes, Consejo
Mexicano de Investigacién Educativa. Coordinadora del Comité Cientifico.

Seminario latinoamericano La ensefianza de las ciencias en la escuela secun-
daria. Diagnéstico y perspectivas. SEP-OREALC-UNESCO 27-30 junio de 2001.
Cholula Puebla.
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Distinciones académicas

1.

Beca de Investigacién de la Fundacién Jean Piaget de la Universidad de Gi-
nebra, Archives Jean Piaget, Ginebra, Suiza. Octubre-diciembre de 1998.

5. Criterios adicionales

Participacién en comisiones asesoras, evaluadoras o dictaminadoras de instituciones aca-

démicas o cientificas y en asociaciones cientificas o académicas

1.

63.

64

65

66

67

68

69

70

71

72
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Miembro del Comités de Seleccion de Becarios del Consejo Nacional de Ciencia
y Tecnologia 1983.

Miembro de la Comisién Ordinaria de Promocién y Becas de Exclusividad.
CINVESTAV 1988-1989.

Miembro del Jurado calificador de la 2a. Olimpiada Nacional Matematica.
Abril 1989.

Evaluador de proyectos de investigacién del Consejo Nacional de Ciencia y
Tecnologia 1989 a 2004.

Miembro externo del Jurado Calificador de examen de oposicién, UNAM-
UACPYP. Enero, 1990.

Miembro de la Comisién de Promocién y Estimulos para el Personal Acadé-
mico del CINVESTAV 1991-1992.

Miembro del Comité de Ciencias Sociales del Consejo Nacional de Cienciay
Tecnologia: 1991-1993.

Miembro del Jurado Evaluador del Concurso para la Renovacién de los Li-
bros de Texto Gratuitos. Subsecretaria de Educacién Bésica y Normal, SEP.
Marzo-mayo, 1993.

Miembro invitado de la Comisién Dictaminadora del Consejo Técnico de la
Facultad de Ciencias, UNAM. 24 de febrero de 1994

Miembro externo de la COFFA(Comisién de Becas del Instituto Politécnico

Nacional) 1994-1995.

Miembro de la Comisién de Admisién y del Consejo Consultivo del Consejo
Mexicano de Investigacién Educativa. Febrero de 1994-1996.
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Miembro invitado de la Comisién Dictaminadora del Consejo Técnico del
Centro de Investigaciones Interdisciplinarias en Ciencias y Humanidades,

UNAM. Septiembre de 1995 a febrero 1999.

Miembro del Consejo Consultivo del Consejo Mexicano de Investigacién
Educativa. Febrero de 1994 a febrero de 1998.

Miembro invitado el Comité de Investigacion de la Universidad Pedagdgica
Nacional. Enero, 1997 a 2004.

Miembro del Comité Asesor del Programa Interinstitucional de Investiga-
ciones sobre Educacién Superior (PIIES). Marzo 1997 a marzo de 1999.

Miembro de la Comisién de Doctorado Interno del Departamento de Inves-
tigaciones Educativas del CINVESTAV. Mayo, 1997 a 2004.

Miembro del Comité de Ciencias Sociales para la evaluacién de becarios al
extranjero del Conacyt.

Miembro del Comité de evaluacién de becas Fullbright-Garcia Robles.

Secretaria general del Consejo Mexicano de Investigacién Educativa. Marzo
1998-2000.

Miembro del Consejo Nacional de Participaciéon Social en la Educacién, y
coordinadora del Grupo de Trabajo Planes, programas y contenidos de estu-
dio. Agosto 1999.

Miembro del Colegio Académico de Transicién, Seccién de Metodologia y
teoria de la Ciencia, CINVESTAV. Septiembre, 1999.

Vocal por México del Comité Interamericano de Educacién Matemitica. Octubre
1999.

Presidente del COMIE, 2000-2001.

Miembro externo del Consejo Técnico de la Maestria en Investigacién y De-
sarrollo de la Educacién de la Universidad Iberoamericana. Octubre 2000-

septiembre 2002.

Miembro del jurado dictaminador del 2° Concurso Experiencias en el Aula,
Matemiticas. Editorial Santillana, México, junio 2002.

Miembro regular de la Academia Mexicana de Ciencias. Noviembre 2002.
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Revisiones técnicas

1.

88

Chamizo, J. A. (coord.) (1998). Ciencias Naturales. Libro de texto gratuito para
quinto grado de educacion primaria, Secretaria de Educacién Pablica, México.
ISBN 970-18-1599-8 (Tiraje inicial 2,903,750 ejemplares).

Chamizo, J. A. (coord.) (1999). Ciencias Naturales y Desarrollo Humano.
Libro de texto gratuito para sexto grado de educacion primaria, Secretaria de
Educacién Publica, México. ISBN 970-18-3097-0 (tiraje inicial 2,797,000

ejemplares).

Jefaturas y coordinaciones

1.
89

Coordinadora académica. Seccién de Matemadtica Educativa, afio 1983.

Coordinadora académica. Seccién de Matematica Educativa, afio 1985.

90 Jefe de la Seccion de Matematica Educativa, enero 1o de 1988-noviembre 30

91

92

93

de 1989.

Coordinadora académica de la Seccién de Metodologia y Teoria de la Cien-
cia, julio 1993-diciembre 1996.

Coordinadora académica del Seminario de Sistemas Complejos UNAM-
CINVESTAV, marzo 1994-diciembre 1996.

Coordinadora de Publicaciones del Departamento de Investigaciones Edu-
cativas, CINVESTAV. Abril 1999-mayo 2003

Proyectos de investigacion con financiamiento externo

1.
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Desarrollo de material educativo para el sistema MicroSEP en apoyo a los
programas de matemdticas del bachillerato tecnolégico

Convenio nim. P218CC00882370 Conacyt. Financiamiento total: $ 20°000,000.00.
Oct 88-Nov.89

Guillermina Waldegg: Directora del proyecto

Investigadores participantes: Jesis Alarcon, Luis Moreno Armella, Blanca Mar-
garita Parra, Ricardo Quintero, Ernesto Sinchez, Sonia Ursini (CINVESTAV)
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Los conceptos fundamentales de la matematica y los problemas de su apren-
dizaje: continuidad e infinito

Proyecto nim. 1623-59208 Conacyt. Financiamiento total: $ 96’500,000.00. Nowv.
1992-Jul 1995

Guillermina Waldegg: Directora del proyecto

Investigadores participantes: Jesus Alarcén, Luis Moreno Armella, Mirela Rigo
(CINVESTAV), Carlos Alvarez Jiménez (UNAM).

Comunidades de aprendizaje y tecnologias colaborativas: Estudio de los pro-
cesos de construccion, representacién y difusiéon del conocimiento en alum-
nos de bachillerato sobre temas transversales de ciencias

Proyecto nim. G33909-S Conacyt. Financiamiento total $3'240,468.00. Oct. 2000-
sep 2004. Cofinanciado por la Universidad de Montreal.

Guillermina Waldegg: Directora del proyecto

Investigadores participantes:

Janet Esther Paul Wright (Universidad Auténoma del Estado de Morelos), Manuel
Juédrez Pacheco (Universidad Auténoma del Estado de Morelos), Alicia Martinez
Dorado (UNAM, Colegio Madrid), Jestus Vizquez Abad (Universidad de Montreal),
José Antonio Chamizo (UNAM), Nancy Bousseau (Universidad de Montreal), Enna
Carvajal (CEE), Maria Luisa Guzman (CBTyS 8, Pachuca).
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La edicién consta de 500 ejemplares mds sobrantes para reposicién.
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